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Introduction

Motivations

» Théorique : inégalités d'oracles (grande dimension, sparsité),
adaptation

» Applications variées : traitement d’images, génétique,
problémes inverses (estimation de dérivée, déconvolution avec
un noyau connu, tomographie, etc.)

Heuristique sous-jacente

» L’'agrégation/mélange d'estimateurs est plus stable que la
sélection d'un seul estimateur




Motivation principale : débruitage d’images

Modele du bruit additif

Image observée
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Motivation principale : débruitage d’images

Modele du bruit additif

Image observée Image idéale Bruit

Notation :




Méthodes a patchs et redondance

Introduction aux Non-Local Means (NLM)

Introduction des patchs pour
le débruitage Buades Coll et
Morel (2005)

Etat de I'art : Dabov et al.
(2007), Mairal et al. (2009)

» Patch a débruiter

» Patchs similaires :
poids importants

» Patchs peu similaires :
poids faibles

» Patchs trés différents :
poids quasi nuls
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Mélanger lissage classique et NL-Means

Y est le vecteur contenant les intensité des pixels d’'un patch
bruité.
L'approche par filtrage estime le vrai patch f par AY, A est
une matrice de convolution.

> Inégalité oracle exacte pour |'agrégation d'estimateur AY pour

des matrices de projections Leung et Barron (2006)

L'approche NL-Means estime f en combinant des patchs
voisins b qui sont essentiellement indépendant de Y.

> Inégalité oracle exacte pour |'agrégation d'estimateur construit

sur un échantillon indépendant Dalalyan et Tsybakov
(2007,2008)

On veut étendre ces résultats a I'agrégation d'éléments de la
forme AY + b avec A et b indépendants de Y



Notations et modeéle

Modele hétéroscédastique gaussien

Yi:ﬁ+0i€i7 Z.:]-a”'7n (*)
g; iid N(0,1) et X =diag(o?, ---,02) (X connue)

» Rem 1 : grille d'observation fixe (pixels) f; = f(x;), (%) i=1,- n

» Rem 2 : ¥ = ¢2Id, modeéle homoscédastique

But : estimer f par f avec un faible risque

i) =K (712 Zn:(fz' - fi)2>

i=1

r=E([r -4




Lien probléme inverse/hétéroscédasticité

T : opérateur connu sur un Hilbert (7, (:|-);,)
Y : processus aléatoire , pour un h € H

Y=Th+el <= Y(9)=(Thlg)y +e&(g), VgeH,
T* : I'adjoint de T'; si T* T est compact, par SVD
Tor = bk, T P = bpdr,  k€EN,

by : valeurs singuliéres,{¢y} : base orthonormale de H, {¢} : base
orthonormale de Im(7T') C H. Le modele se ré-écrit

Y (¢r) = (hldr)y br +§(Wr), keN.

Si by # 0 le modele est équivalent a (%), avec f; = (h|g;),, et
g; = szl



Cadre de I'agrégation et inégalité d’oracle

On dispose d'une famille de « pré-estimateur » :
Fr={A €R" A€ A} avec A C RM
But : fournir un inégalité d'oracle pour un estimateur f,

Inégalité d’'oracle Nermirovski (2000)

Ellfagr — f1I7 < Co inf B[y — £ + Rup

> I'oracle est I'élément /" qui minimise E||f\ — f||2 sur Fy
» C, >1.Si C, =1: on parle d'inégalité d'oracle exacte

n—oo . N . y
» R, n» — 0 : prix a payer car on ne connait pas |'oracle,
dépend de la complexité de A, du bruit, ...

Rem 1 : on n'a pas besoin d'évaluer le terme d'approximation
Rem 2 : optimalité (borne inférieure) pour certain A



Estimation Non-Paramétrique contre
Agrégation

Disponible

Non Disponible

Cible

Estimation NP Y f trouver le meilleur esti-
mateur
Agrégation Y, Fa f trouver un estimateur

(presque) aussi bon que
le meilleur d'une cer-
taine famille

Avantage : pas besoin d'évaluer le terme d’erreur d'approximation




Méthode par pénalisation

Famille de « pré-estimateurs » : Fp = (f Yaea € R™ avec A C RM,
7 : estimateur sans biais du rlsque E(7) = E(If = All2) = r

On suppose que fy = fy = 23:1 Ajpj

Méthode par pénalisation

fPen — fj\’ ou A= ar)g\ If\lin ( ii\-/ + Pen()\) )
€ "
adéquation  régularisation

e Pen()\) = S||A||3 : Ridge Tikhonov [43]
e Pen(\) = p||Al|, : AIC,BIC Akaike [74 |, Schwarz [78]
e Pen(\) = B||Al]; : LASSO Tibshirani [96]

Rem 1 : pour les deux derniers des inégalités d'oracles existent
Rem 2 : 3 parameétre de lissage

Versions par blocs possibles...



Agrégation a poids exponentiels (EWA)

» Extension : élargir |I'espace de recherche, changer de pénalité
» Espace de recherche :

Pa = {p : probabilité sur A tel que E [, |AlI2p(d\) < oo}
> Pénalisation étendue : fP°" = [, AAP"(d)) avec

v — argmin ([ iapldn) + [ Pen(yp(a) )
PEPA A A



Agrégation a poids exponentiels (EWA)

» Extension : élargir |I'espace de recherche, changer de pénalité

Espace de recherche :
P = {p : probabilité sur A tel que E [, [|AlI2p(d)) < oo}
Pénalisation étendue : fP" = [, AT (d)) avec

v — argmin ([ iapldn) + [ Pen(yp(a) )
PEPA A A

Pénalisation KL : 7 a priori sur A, I'EWA est

AT = arg min </ ap(dN) + 51C(p,7r)>
A

PEPA

e = /f AR

avec K(p, ) la divergence de Kullback-Leibler entre deux
mesures de probabilité p, m € Py.

K(p,m) = {Abﬂ 2(0)) p(dN) sip<,

+o0 sinon.



Agrégation a poids exponentiels (EWA)

On choisit un a priori m € Py (mesure de probabilité sur A)

L'agrégat a poids exponentiels (EWA)

Mesure de Gibbs : mesure a posteriori sur A

AR (dN) o< exp(—niy/B)m(dN)

» (3 : un paramétre de lissage (température)
> 7 : estimateur sans biais du risque E||f\ — f||2

L'agrégat a poids exponentiel est |'espérance a posteriori :

Jo = [ A

Rem : Si 8 — 0, ]A‘EAWA — P avec \* = argmin, 7
Si f— o0, [ = [\ Ahm(dN)



Agrégation d’estimateurs affines

Cadre de I'agrégation

» Point de départ : famille de « pré-estimateurs » :
Fa = (fA)rer € R" avec A C RM

> Objectif : approcher f aussi bien que le ferait le meilleur
élément de cette famille.

Rem : les pré-estimateurs doivent dépendre des données (!)




Agrégation d’estimateurs affines

Cadre de I'agrégation

» Point de départ : famille de « pré-estimateurs » :
Fa = (fA)rer € R" avec A C RM

> Objectif : approcher f aussi bien que le ferait le meilleur
élément de cette famille.

Rem : les pré-estimateurs doivent dépendre des données (!)

Pré-estimateurs affines

Ah=AY +by

» A, est une matrice déterministe n x n
» by est un vecteur déterministe de R"

» Ay et by sont indépendants de Y




Cas constant : 4, =0

Pré-estimateurs déterministes : fy = fx(= by)

Exemples de familles de pré-estimateurs
» Fao ={p1, - ,pum} est un « dictionnaire » fixé et fini
» Fp =conv(pi, - ,@un) combinaisons convexes d'éléments
d'un «dictionnaire » : fy = Zj]\il Ajpj, ou les p; sont fixées
» Fp = vect(p1, -+, o) combinaisons linéaires d’'éléments
d'un « dictionnaire » : f\ = Zjﬂil Ajpj, ou les p; sont fixées
» Fa = vectg(p1,- -+, pn) combinaisons “creuses” (sparse)

d'éléments d'un « dictionnaire » :
Hh= ij‘il Ajpj, avec au plus S coefficients A; non nuls

v

Bornes inférieures disponibles : Tsybakov (2003), Bunea Tsybakov
Wegkamp (2007)



Cas linéaire : fy = A, Y (by = 0)

Moindres carrés ordinaires

{8x : A € A} ensemble de sous-espaces de R"

Ay : projecteurs orthogonaux sur Sy Leung et Barron [06], Alquier
et Lounici [a paraitre], Rigollet et Tsybakov [a paraitre]
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{8x : A € A} ensemble de sous-espaces de R"
Ay : projecteurs orthogonaux sur Sy Leung et Barron [06], Alquier
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w

Cas des matrices diagonales

Ay = diag(ay, ..., ap)
» Projections ordonnées : a; = l(;<)) pour A entier, ie.
A=A{1,...,n}
> Filtre de Pinsker : a; = (1 — £~

w) 4 ol 7 = max(z,0) et
w,a >0, ie, A= (Ri)z

4

Autres cas possibles : Kernel ridge regression, traitement par blocs,
etc.



Pré-estimateurs affines et estimation du risque

Formule de Stein [31]

Si f est un estimateur différentiable presque partout en Y et que
Oy, fi est intégrable alors

) sy 2N s, 1
r= HY_fH?z’L—i_EzayifiU?_EZJ?
=1 =1

est un estimateur sans biais du risque E(7,) = r

Cas affine : fy = A\ Y + by

A 2 1
Conclusion : |y = | Y — A[l2 + = Tr(34,) — — Tr(%)
n n

est un estimateur sans biais du risque 7



Conditions du théoreme principal

Condition C;
» Matrices A : projections orthogonales (A3 = AI = A4))
» Vecteurs by : Ayby =0

Exemple : Ay projections sur des sous espaces de R" Leung et
Barron [06]



Conditions du théoreme principal

Condition C;
» Matrices A : projections orthogonales (4% = AI =A4))
» Vecteurs by : Axby =0

Exemple : Ay projections sur des sous espaces de R" Leung et
Barron [06]

Condition C,
> Matrices A : symétriques, semi-définies positives
> AyAy = Ay A\, VN €A
» Vecteurs by : Ayxby =0,Y\, N € A

Exemple : les A) sont des estimateurs par seuillage de type
James-Stein en deux blocs Leung [04]



Enoncé du théoreme principal

Borne PAC-bayésienne Dalalyan et S. [Soumis]

Si C1 ou C; est vérifiée, alors fEV* vérifie pour tout a priori 7 :

Bl — 7)< it ([ EIR - A2 93 + £ Ko, m)

ou K(p, ) est la divergence de Kullback-Leibler entre p et , et
B> 4max;—1 . 02 sous Cy et 3 > 8max;—1__, 07 sous Ca,
avec KC(p, ) la divergence de Kullback-Leibler entre deux mesures
de probabilité p, m € Py.

Julog (42N p(d)) sip <,
+00 sinon.

K(p,m) = {




Corollaire : cas discret

Inégalité Oracle : A = [[1, M], 7 uniforme
Si Cq ou Cy est vérifiée, et si 7 est uniforme sur [[1, M], alors

Blog(M) )

n

FEWA 2112y <« T2
e (R T

pour B > amax;—1,. n J?. a =4 sous C; et a = 8 sous Cs.

» Pour by =0, résultat de Leung et Barron (2006)

» Pour Ay =0, et si pour tout ¢, o; = o : l'inégalité est
optimale Tsybakov (2003)



Inégalité Oracle Sparse

Scénario sparse : il existe un vecteur sparse \* € A = RM tel que
f &~ f. Choix d’'un a priori favorisant la sparsité

M 1
m(dA) o Fl—[l (FWEEE 1A (M),

7 > 0 : parametre de concentration.

Inégalité Oracle

Prenons 7 définit ci-dessus, supposons que A — 7y est C!, et qu'il
existe une matrice M de taille M x M telle que :

= ryv = VryA=XN) < A=X)TMA=N), VAN €A,
Si Cq ou Cy est vérifiée

TEWA . 7 4/8 ud | ’
E(f —f\\%)g;ergM{Equ—fu%mjzllog( ) JTr (M)

pour 8 > amax;—1__,07. o =4 sous C; et a = 8 sous Co.




Point de vue minimax : cas homoscédastique,
Y =o0%ld

0i(f) = (flor)n : coefficients de la transformée (orthogonale) de
Fourier discréte de f, notée Df
Ellipsoide de Sobolev : F(a, R) = {f € R™ : Y71 k**0x(f)? < R}

Théoréme de Pinsker

inf sup E(|f—f|2) ~inf sup E([AY —f|2)
I fer(o,R) A teF(a,R)

~ inf sup E(||4qwY —in)
w>0 e F(a,R)

inf est sur tous les estimateursf possibles et
Agw =D diag (1 — k%/w)4;k =1,...,n) D : Filtre de Pinsker

o

Morale : Estimateurs linéaires minimax sur les ellipsoides



EWA, adaptation et simulations

EWA sur des filtres de Pinsker : fa,w =p' AawDY (D : DCT),
avec A, = diag((1 — %)+, k=1,---,n)
Choix a priori m :

» Tirer « selon une lois exponentielle de parametre 1

o/ (2041)
(1+n;a/<2a+l>w)

» Sachant «, tirer w selon = avec Ny = n/cr2

Performance

» Théorique : adaptatif au sens minimax exacte sur les
ellipsoides {F(a, R) : « > 0, R > 0}

> Pratique : performances au moins aussi bonnes que celle
d’'autres estimateurs adaptatifs classiques ( Sure-Shrink
Donoho et Johnstone [95] , James-Stein par blocs Cai [99] ,
minimiseur du risque empirique Cavalier et al. [02] )




Application a des signaux 1D

Signal Length: n=512 Noisy function :0=0.1 and MSE=0.0093593

Denoised by EWA —— MSE=0.0021633 Denoised by other methods

BJS
URE
SURE-ST
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Application a des signaux 1D

Signal Length: n=512

o

Denoised by EWA —— MSE=0.0074036

o

Noisy function :0=0.33 and MSE=0.10477

Denoised by other methods




Application

Signal Length: n=512

a des signaux 1D

Denoised by EWA —— MSE=0.021491

o

Noisy function

:0=1 and MSE=0.89902
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Denoised by other methods
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Conclusion

Contributions
> Inégalité d’'oracle exacte pour certains estimateurs affines

» Résultat sur I'adaptation en fonction de la régularité des
signaux



http://people.math.jussieu.fr/%7Esalmon/

Conclusion

Contributions
> Inégalité d’'oracle exacte pour certains estimateurs affines

» Résultat sur I'adaptation en fonction de la régularité des
signaux

Ouvertures possibles et travaux en cours

> Liens avec les travaux sur |'apprentissage pour le traitement
par patchs

» Autres modeles de bruits : modele de Poisson notamment

http ://people.math.jussieu.fr/ ~ salmon/
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