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Introduction

Motivations
» Théorique : inégalités oracles

» Grande dimension — sparsité
Applications : traitement d'images, génétique, internet,
finance

» Problemes inverses, adaptation
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Notations et modeéle

Données : D, = {(z1, V), -, (zn, Vo) }, Y = (Y1, , YV})

Modele hétéroscédasctique gaussien :
{z;} déterministes, fonction f,

Vi=f(z;) +oigi, i=1,---,n (%)
g; iid N(0,1) et X =diag(oy, - ,0n)

Rem : ¥ connue (ou seulement max(c;))

Risque : pour tout estimateur}

) =2 (5 30t - )

i=1

r=2(|¢ -

Estimateur sans biais du risque 7, : E(7,) = r



Lien probléme inverse/hétéroscédasticité

T : opérateur connu sur un Hilbert (#, (-|-),,) (penser matrice...)
Y : processus aléatoire indexé par g € H, pour tout h € H

Y=Th+e§ <= Y(g9)=(Thlg)y +c&(g), VYgeH,
T* : I'adjoint de T'; si T* T est compact, par SVD
T(bk - bk’l/}ka T*wk - bk(z)kh ke Na

by, : valeurs singuliéres,{¢;} : base orthonormale de H, {1);} : base
orthonormale de Im(7") C H. Le modéle se ré-écrit

YY) = (hldr)y b +e€(r),  kEN.
Si by # 0 le modele est équivalent a (x), avec f(z;) = (h[g;),, et
g; = €b;1
Exemples de problémes inverses : estimation de dérivée,
déconvolution avec un noyau connu, tomographie, etc.



Agrégation d’estimateurs

Famille de « pré-estimateurs » : Fp = (f Jaca € R™ avec A C RM,
7y : estimateur sans biais du risque, E(7) = E([|f — A]/2)

Méthode par pénalisation : JA‘,\ =fH =X\

Jrr=F, ot A= arg rf\lin( fi-/ +  Pen()) )
€ —
adéquation  régularisation

Pen(X) = c||Al|, : pénalité BIC
Pen(\) = ¢||A||3 : pénalité Ridge (ou filtre de Wiener)
Pen(\) = ¢||A||; : pénalité LASSO

e Versions par blocs, etc.
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Agrégation a poids exponentiels (EWA)

Extension : élargir |'espace de recherche, changer de pénalité

Espace de recherche :

P = {p : probabilité

tq E [ IAll5p(d)) < oo}

Pénalisation étendue : fFen = I f,\APen( A) avec

~ Pen

Pénalisation KL : 7

a priori sur A, I'EWA est

fiwa _ / aEwa(

Ewa

peEP

A = argergin (/A p(dA) + //\Pen(A)p(dA))

AV = arg min </A ap(dA) + SIC(p, 7[‘))

Solution explicite :

#EVA(AN) o exp(—niy/B)m(dA

)




Pré-estimateurs Affines

Forme des pré-estimateurs : f)\ =AY + by

Risque associé : 7 = E[||fx — f]1%]

Formule de Stein (cas hétéroscédasctique)

Pour le modele (x), si T est différentiable presque partout en Y et
que Oy, f; est intégrable alors

N 9 n . 1 n
=Y = FIR+ =D 00y fi— =Y o7,
"3 )

est un estimateur sans biais du risque 7

. 2 1<
Conclusion : i = | Y — A2 + = Te(S4,) — = 5 o2
onclusion : 7\ = || Al + n (245) n ; 7i



Cas constant A, =0

Pré-estimateurs déterministes : f = fy

Exemples
> cadre linéaire usuel : f = X\
» Fa = (fA)rea est un « dictionnaire » fini

> Fp = (]A‘}\)AGA est obtenue par découpage (splitting) de
I’échantillon :
Premiére partie des données : création des pré-estimateurs
Deuxiéme partie des données : agrégation des pré-estimateurs




Cas linéaire : by =0 (1)

Moindres carrés ordinaires f, = A, Y

{Sx : A € A} ensemble de sous-espaces de R"
Ay : projecteurs orthogonaux sur Sy, Leung et Barron (2006)

Pré-estimateurs diagonaux

f=AY avec A=diag(a,...,an)
> Projections ordonnées : a = l(;<)) pour A entier, ie.
={l,....n}

> PrOJect|ons par blocs : a; = Np<y) + Zm DY i (wy<k<wii1)
avec \; € {0,1}. A = {0,1}m!

> Filtre de Tikhonov-Philipps : a; = W ol w,ax > 0.
A= (Ry)2

» Filtre de Pinsker : a;, = (1 — —)+, ol 2 = max(z,0) et
w,a > 0. A = (R)2




Cas linéaire : by =0 (2)

Kernel ridge regression

Noyau k: X x X — R, f est dans |'espace de de Hilbert a noyau
associé (Hr, || - || m,)- L'estimateur est défini par

Jy = axgmin (¥ — 712 + MI£13,)
fEHS

K : matrice n x n du noyau, K;; = k(z;, ;)
Solution : fy = A\ Y, avec Ay = K(K + nAlyxn) "

Multiple Kernel ridge regression

ki,...,ky : M noyaux, Ki,..., K)s les matrices associées. Si
A= (A..s ) € A=RY alors fy = A, Y avec

M M -1
Ay = (Zl)\jKj)(Zl)\jKj—i—nIan) .
j= Jj=

Rem : forme liée au group Lasso, Arlot et Bach (2009)




Conditions du Théoreme Principal

Condition C;

Matrices A : projections orthogonales (A3 = A = A,)
Vecteurs by : Ayby =0

Exemple : A projections des sous espaces de R Leung et
Barron (2006)

Condition C,
Matrices Ay : symétriques, semi-définies positives et

AAy = Ay Ay, AyX = XA, V)\,)\, € A.
Vecteurs by : by = 0.

Exemple : les Ay sont des estimateurs par seuillage dans la base
canonique Leung (2004)



Enoncé Théoréme Principal

Borne PAC-Bayesienne

Si Cq ou Cs est vérifiée, alors I'agrégat a poids exponentiel fEWA
vérifie pour tout choix d' a priori 7 :

Bl —112) < int ([ BIR -7 (a0 + 2 K(p.m))

pour 8 > amax;—1__,07. o =4 sous C; et a = 8 sous Co.

4

Rem : A\ = 0, inégalité donnée dans le cas A continu, Dalalyan et
Tsybakov (2007)



Corollaire : cas discret

Inégalité Oracle : A = [1, M], 7 uniforme
Si C; ou C; est Vérifiée, et si m est uniforme sur [1, M], alors

Blog(M) )

n

E(|fwn — fII2) < inf  (E|A — f|?
(o = 712) < int (BIG — 112 +

pour 3 > amax;—1, . n a%. o = 4 sous Cq et o« = 8 sous Cs.

» Pour by =0, résultat de Leung et Barron (2006)

» Pour Ay =0, et si pour tout 7, o; = o : l'inégalité est
optimale Tsybakov (2003)



Inégalité Oracle Sparse

Scénario sparse : il existe un vecteur sparse \* € A = RM tq
f &~ f. Choix d’'un a priori favorisant la sparsité

M 1
ﬂ-(d)\) OCJ:]T[l (1 n ’Aj/T|2)2 llA(A)7

7 > 0 : parametre de concentration.

Inégalité Oracle

Prenons 7 définit ci-dessus, supposons que A — 7y est C', et qu'il
existe une matrice M de taille M x M tq :

=1y — VryA=X) <A =XN)TMA=N), VAN €A,

Si Cq ou Cy est vérifiée
(o I2)< int {EIH-/12+ 2 S hog (14 2) Vs e
A " " \erM A " on = & T

pour 8 > amax;—1__,07. o =4 sous C; et a = 8 sous Co.




Point de vue minimax (cas homoscédastique)

0r(f) = (flor)n : coefficients de la transformée (orthogonale)
Fourier discrete de f, notée Df
Ellipsoide de Sobolev : F(a, R) = {f € R" : "}, k*@0,(f)* < R}

Théoreme de Pinsker

inf sup E(|f—fl2) ~inf sup E(|[AY —f|3)
I feF(a,R) A teF(a,R)

~ inf sup E(|4qwY —fH%)
w>0 fe F(a,R)

inf est sur tous les estimateursf possibles et
Anw =D diag (1 — k*/w)y;k =1,...,n) D : Filtre de Pinsker

v

Morale : Estimateurs linéaires minimax sur les ellipsoides



EWA pour I'adaptation (cas homoscédastique)

Estimateur adaptatif : ne dépend pas de («, R)
Exemple : Estimateur de James-Stein par blocs

Adaptation

Pour A = (R*.)?, a priori w(d\) = %e‘a]l(ovoo)x(lm)(a, w), ou
A = (o, w), 'estimateur fEWA avec la température 3 = 807 et les
pré-estimateurs : JA‘,\ = f%w = AawY (Aa,uw : filtre de Pinsker) est
adaptatif au sens minimax exacte sur la famille

{F(a,R) : > 0,R > 0}

v

Rem : pour implémenter I'EWA, l'intrégrale est seulement dans R?



Conclusion

Améliorations
» Extension au cadre hétéroscédasctique

> Famille de pré-estimateurs plus large

Limites
» Variance ou borne sur la variance supposée connue

> Restriction importante sur la forme des pré-estimateurs

Travail en cours
» Simulations

>
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