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Images, bruit et estimation

f : Image idéale (non disponible) N × N
I Pour un pixel i = (i1, i2) ∈ Ω = J1,N K2, f (i) ∈ R

Observation bruitée : modèle de régression
I Y (i) = f (i) + ε(i)
I ε(i) gaussiennes centrées, i.i.d. de variance σ2 connue
I modèle le plus simple à étudier

Estimation
I Estimer f (i) par f̂ (i) créee à partir de l’observée Y
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Filtrage par moyennes

Cadre général
I Estimer f (i) comme moyenne des pixels bruités

f̂ (i) =
∑
k∈Ω

λi,kY (k)

I Les poids λi,k peuvent dépendre de la position et/ou des
valeurs observées de Y

Pixel cible i : centre du voisinage
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Divers filtres classiques : f̂ (i) = ∑
k λi,kY (k)

Noyau classique Nadaraya [64], Watson [64]

λi,k = Kh(i, k)∑
k′∈Ω

Kh(i, k ′)
(pas de dépendance en Y )

I K : noyau et h : fenêtre ou paramètre de lissage
I Exemple gaussien : Kh(i, j) = e−((i1−k1)2+(i2−k2)2)/2h2

λi,k : Spatial λi,k : Yaroslavsky λi,k : Bilatéral
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Divers filtres classiques : f̂ (i) = ∑
k λi,kY (k)

Filtre de Yaroslavsky Yaroslavsky [85], Lee [83]

λi,k = Lg(Y (i),Y (k))∑
k′∈Ω

Lg(Y (i),Y (k ′))
(dépendance en Y )

I Utilise la proximité photométrique uniquement
I L : noyau et g : fenêtre ou paramètre de lissage

λi,k : Spatial λi,k : Yaroslavsky

λi,k : Bilatéral



Divers filtres classiques : f̂ (i) = ∑
k λi,kY (k)

Filtre Bilatéral Tomasi et Manduchi [98]

λi,k = Kh(i, k)Lg(Y (i),Y (k))∑
k′∈Ω

Kh(i, k ′)Lg(Y (i),Y (k ′))

I Utilise la proximité spatiale et photométrique
I K ,L : noyaux ; h, g : fenêtres ou paramètres de lissage

λi,k : Spatial λi,k : Yaroslavsky λi,k : Bilatéral
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Méthodes à patchs et redondance

Poids tenant compte de la similarité entre patchs

Introduction des patchs :
Synthèse de texture Efros et
Leung [99] , Débruitage
Buades et al. [05], Awate et
Whitaker [06], Kervrann et
Boulanger [06]

I Patch à débruiter
I Patchs similaires :

poids importants
I Patchs peu similaires :

poids faibles
I Patchs très différents :

poids quasi nuls
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Définition des patchs

Patchs
I Patch PY

i : Sous-image de Y , dont i est le coin haut-gauche
I W : largeur des patchs, en général fixée une fois pour toute

PY
i (j) = Y (i1 + j1, i2 + j2) avec 0 ≤ j1, j2 ≤W − 1

I Dans le cas W impair, i est le centre du patch PY
i−δW

avec
δW = (W−1

2 , W−1
2 ) : Y (i) = PY

i−δW
(δW )

i

W
PY

i

W

i
W

PY
i−δW

W



Définition des Non-Local Means (NL-Means)

Méthodes à noyau et à patchs
I Estimation des patchs par moyenne :

P̂i =
∑
k∈Ω

λi,kPY
k

I Reprojection centrale (W impair)
f̂ (i) = P̂i−δW (δW )

NL-Means Buades et al. [05]
I Choisir des poids tenant compte de la similarité des patchs :

λi,k = Kh(PY
i ,PY

k )∑
k′∈Ω

Kh(PY
i ,PY

k′ )

I Noyau gaussien : Kh(P,Q) = exp(−‖P −Q‖22/2h2)
I Noyau plat : Kh(P,Q) = 1l‖P−Q‖2<h/2
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Autour des NL-Means

Variations
I ACP et patchs Azzabou et al. [07], Tasdizen [09]
I Itérer le processus Brox et al. [08]
I NL-Means + variation totale (TV) Louchet et Moisan [10]
I BM3D Dabov et al. [07,09]
I Apprentissage de dictionnaire Mairal et al. [08,09]

Interprétation de la méthode
I Méthode à Noyau Buades [06] , sur des graphes Peyre [08]

ou sur des variétés Tschumperle et Brun [08]
I Minimisation d’énergies Gilboa et Osher [07], Brox et al. [08]
I Point de vue bayésien Kervrann et al. [07] ou PAC-bayésien

S. et Le Pennec [09]
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Les trois paramètres des NL-Means

f̂ (i) =
∑

k∈ΩR(i)

e−d2(PY
i ,PY

k )/2h2∑
k′∈ΩR(i)

e−d2(PY
i ,PY

k′ )/2h2 Y (k)

Les trois paramètres
I la taille des patchs : W (entre 5 et 10)
I la taille de la zone de recherche : R (entre 9 et 21)
I le paramètre de régularisation : h (proportionnel à σ)



La tailles des patchs : W

?
? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

Peu d’approches étudiées
I Apprentissage de patchs : mélanger localement deux tailles de

patch Mairal et al. [08] avec des SVM
I BM3D avec des formes adaptées en chaque pixel Dabov et al.

[09] grâce à la règle de Lespki [90]



Zone de recherche Ω→ ΩR(i)

f̂ (i) =
∑

k∈ΩR(i)

e−d2(PY
i ,PY

k )/2h2∑
k′∈ΩR(i)

e−d2(PY
i ,PY

k′ )/2h2 Y (k)

Zone de recherche

I Recherche de patchs dans l’image
entière trop long, O(N 4) : 1500s
(image entière)

I Restriction à une petite zone ΩR de
taille R × R : 10s (R = 21)



Zone de recherche et R (II)

Non Local à « portée limitée » Tasdizen [09],S.[10]

Rem : PSNR élevé ⇐⇒ erreur (quadratique) faible

I Optimisation locale de la taille de la zone de recherche
Kervrann et Boulanger [06]



Quand le paramètre de lissage augmente...



Le choix du paramètre de lissage : h

Beaucoup de travaux...
I Choix global par utilisation de SURE (Stein Unbiased Risk

Estimate) Van de Ville et Kocher [09]
I Choix local par utilisation de SURE Duval et al. [10]

Point de vue des tests (notamment pour le noyau plat)
I ‖PY

i − PY
j ‖2/(2σ2) ∼ χ2(W 2) si P f

i = P f
j et si les patchs ne

se recouvrent pas
I Considérer les quantiles du χ2 pour choisir h Kervrann et

Boulanger [06]



Reprojection centrale en pratique
(a) (b) PSNR = 22.07 (c) PSNR = 27.60

(d) (e) PSNR = 22.07 (f) PSNR = 45.78

(a,d) Images originales, (b,e) Images bruitées (σ = 20), (c) Image débruitée, (f)

différence avec l’originale, R = 9 (haut), R = 21 (bas), W = 9, h2 = 2σ2qW 2
0.99.



Artefacts le long des arrêtes



Artefacts le long des arrêtes



Zone de recherche et patchs décentrés

Largeur des patchs W=5, zone de recherche R=15



Reprojection par moyenne uniforme

Chaque pixel appartient à W 2 patchs (configurations) :
mélanger–agréger–mixer tous ces estimateurs

Cas uniforme Buades et al. [05], Kervrann et al. [07]

f̂ Unif(i) = 1
W 2

∑
δ∈J0,W−1K2

P̂i−δ(δ)

I W peut être pair
I Gains numériques importants



Reprojection moyenne en pratique
(a) (b) PSNR = 27.60 (c) PSNR = 28.65

(d) (e) PSNR = 45.78 (f) PSNR = 46, 51

(a-d) Images bruitées (σ = 20), (b-e) Reprojection centrale, (c-f) Reprojection
Moyenne, R = 9 (haut), R = 21 (bas), W = 9, h2 = 2σ2qW 2

0.99.



Artefacts le long des arrêtes (le retour)



Le décentrage peut payer

Patchs centrés Patchs décentrés I Patchs décentrés II

Voisinage cas centré Voisinage cas décentré I Voisinage cas décentré II



Reprojection par minimisation de la variance

I Problème : variance trop grande le long des bords
I Idée naïve : supposer le biais négligeable et sélectionner

l’estimateur de variance estimée minimale

Variance Minimale

f̂Min(i) = P̂i−δ̂(δ̂))

avec δ̂ = arg min
δ∈J0,W−1K2

Var
(
P̂i−δ(δ)

)

I Noyau plat : choisir la configuration fournissant le plus de
voisins



Reprojection par minimisation de la variance
(a) (b) PSNR = 46, 51 (c) PSNR = 48.10

(d) (e) PSNR = 28.65 (f) PSNR = 27.09

(a-d) Images bruitées (σ = 20), (b-e) Reprojection moyenne, (c-f) Reprojection
Minimisant la variance, R = 9 (haut), R = 21 (bas), W = 9, h2 = 2σ2qW 2

0.99.



Sélection trop brusque : bords crénelés



Agréger les estimateurs selon leur variance
S. et Strozecki [10]

I Supposer le biais négligeable
I Choisir la combinaison convexe de variance minimale

Moyenne pondérée par la variance (Wav)

f̂Wav(i) =
∑

δ∈J0,W−1K2

α?δP̂i−δ(δ)

où (α?δ)δ∈J0,W−1K2 = arg min
α∈RW2

Var
( ∑
δ∈J0,W−1K2

αδP̂i−δ(δ)
)

sous la contrainte
∑

δ∈J0,W−1K2

αδ = 1

Rem : contrainte obligatoire sinon solution dégénérée



Reprojection pondérée selon la variance

Solution sous l’hypothèse de décorrélation des estimateurs :

α?δ ∝
[
Var

(
P̂i−δ(δ)

)]−1

I Idée apparue sous le nom de Stacked Generalization, Stacked
Regression ou Generalized Ensemble Methods Wolpert [92],
Breiman [96],Perrone [93] pour combiner des estimateurs
non biaisés

I Cas des méthodes à noyau Goldenshluger et Nemirovski [97],
Katkovnik et al. [04], Foi [05] limiter les erreurs de sélection
de la méthode de Lepski

I Noyau plat : mélanger les configurations en pondérant par le
nombre de candidats trouvés



Gains numériques et visuels
(a) (b) PSNR = 28.65 (c) PSNR = 29.08

(d) (e) PSNR = 46, 51 (f) PSNR = 47, 77

(a,d) Images bruitées (σ = 20), (b,e) Reprojection Moyenne, (c,f) Reprojection
Wav, R = 9 (haut), R = 21 (bas), W = 9, h2 = 2σ2qW 2

0.99



Avant



Après : Wav S. et Strozecki [10]



Intérêt des formes
Carré (bien) décentré Forme adaptée

Voisinage, carré décentré Voisinage, forme adaptée



Des patch carrés aux formes générales
Reprojection : peut etre vu comme l’utilisation de carrés décentrés.
Généralisation : utiliser des formes/tailles plus variées



Forme S et mesure de ressemblance

NL-Means revisitée : f̂S(i) =
∑

k∈ΩR(i)

e−d2
S(i,k)2/2h2∑

k′∈ΩR(i)
e−d2

S(i,k′)2/2h2 Y (k)

d2
S(i, k) =

∑
τ∈Ω

S(τ)(Y (i + τ)−Y (k + τ))2 ,

Exemples classiques

Carré : S (τ) =
{

1, si ‖τ‖∞ ≤ W−1
2

0, sinon,

Gaussienne : S (τ) =
{

exp(−(τ2
1 + τ2

2 )/2a2), si ‖τ‖∞ ≤ W−1
2

0, sinon.



FFT

Calcul de la distance par “formes”

d2
S(i, i + δ) =

∑
τ∈Ω

S (τ) (Y (i + τ)−Y (i + δ + τ))2

d2
S(i, i + δ) = (Š ?∆δ)(i) ,

où Š (τ) = S (−τ), ∆δ(i) = (Y (i)−Y (i + δ))2, ? : convolution
discrète.

Š ?∆δ = F−1(F(Š)F(∆δ)) = F−1(F(S)F(∆δ)) ,

F : FFT-2D et F−1 la transformation inverse
Complexité de l’algorithme O(|W | · |Ω| · log(|Ω|)).



Algorithme

Initialiser A (numérateur) et B (dénominateur) à zéro
pour tout les vecteurs de translation δ avec ‖δ‖∞ ≤ R faire

Calculer l’image des distances au carré ∆δ

∆δ(i) := (Y (i)−Y (i + δ))2 pour tous les pixelsi

Calculer les FFT-2D F(∆δ) et F(Š)
Calculer d2

S(·, ·+ δ)←
(
F−1 (F(S)F(∆δ)

))
(·)

pour tout pixels i in Ω faire

Calculer les poids λi,i+δ = exp
(
−d2

S(i, i + δ)/2h2)
Mettre à jour A(i)← A(i) + λi,i+δY (i + δ)

B(i)← B(i) + λi,i+δ

fin pour
fin pour
Estimateur (normalisé) f̂ (i) = A(i)

B(i) pour tous les pixels i



Limites d’une seule forme



Mélange - Choix des formes
On dispose initialament de K formes S1, · · · ,SK
Utiliser des estimateurs (sans biais) du risque r̂S1 , · · · , r̂SK pour
Agréger/sélectionner f̂S1 , · · · , f̂SK

Procédures prossibles
I Moyenne uniforme f̂ Unif(i) = 1

K
∑K

k=1 f̂S(i)
I Minimiseur du risque empirique : f̂ ∗(i) = f̂S∗(i), avec

rS∗ = arg mink=1,··· ,K r̂Sk

I Agrégation à poids exponentiels : pour un certain β :

f̂ exp(i) =
∑K

k=1 exp(−r̂Sk/β)f̂Sk (i)∑K
k′=1 exp(−r̂Sk′/β)

Rem sur β (souvent appelé température)

Si β → 0, alors f̂ exp(i)→ f̂ ∗(i)
Si β →∞, alors f̂ exp(i)→ f̂ Unif(i)



Estimation sans biais du risque (SURE)

Lemme de Stein (cas gaussien) Stein [81]
Si f̂ est C 1 alors on a la formule suivante

E(f̂S(i)− f (i))2 = E
(

(f̂S(i)−Y (i))2 + 2σ2∂ f̂S(i)
∂ε(i) − σ

2

︸ ︷︷ ︸
r̂S

)
.

r̂S : estimateur sans biais du risque local

Rem : Pour l’estimateur NL-Means formule fermée pour ∂ f̂S(i)
∂ε(i)

fournie par Van de Ville et Kocher [09],Duval et al. 2010



« Carte » des risques

(a) Original (b) Risque bruité

(c) Risque régularisé
par convolution

(d) Risque régularisé
par diffusion anisotrope



Famille utilisée

Disk F1 Half-pies F2

Quarter-pies F3

Bands F4



Résultats : (σ = 20)

(e) NL Means (f) Reprojection Uniforme

(g) NL-Shape (h) BM3D



Résultats : PSNR/SSIM

Cameraman City Windmill
Noisy (σ = 5) 34.17/0.845 34.17/0.901 34.17/0.827
NLM [BCM05] 36.92/0.951 35.87/0.965 38.10/0.972
UWA NLM [BCM05] 37.19/0.953 36.19/0.967 38.50/0.974
SURE NLM [DAG10] 37.46/0.956 36.76/0.975 39.14/0.978
BM3D [DFKE07] 38.17/0.962 37.48/0.978 39.91/0.983
NLM-SAP 37.80/0.957 37.26/0.975 39.60/0.979
Noisy (σ = 10) 28.15/0.633 28.15/0.757 28.15/0.607
NL-Means [BCM05] 32.46/0.905 31.11/0.932 33.62/0.945
UWA NLM [BCM05] 32.80/0.908 31.50/0.934 34.06/0.946
SURE NLM [DAG10] 33.11/0.918 32.11/0.948 34.78/0.954
BM3D [DFKE07] 34.06/0.931 33.15/0.956 35.84/0.966
NLM-SAP 33.44/0.914 32.84/0.950 35.28/0.955
Noisy (σ = 20) 22.13/0.400 22.13/0.567 22.13/0.385
NLM [BCM05] 28.72/0.820 27.11/0.870 30.04/0.897
UWA NLM [BCM05] 28.89/0.822 27.34/0.872 30.17/0.899
SURE NLM [DAG10] 29.49/0.845 27.85/0.889 30.96/0.906
BM3D [DFKE07] 30.35/0.871 29.07/0.912 32.07/0.936
NLM-SAP 29.50/0.833 28.21/0.887 31.11/0.907



Conclusion

Contributions autour des NL-Means
I Prise en compte de meilleurs forme que les patchs centrés
I Atténuation de certains artefacts
I Amélioration en terme de PSNR/SSIM

Ouvertures possibles et travaux en cours
I Résultats théoriques non asymptotiques : Inégalités d’Oracles
I Liens avec les travaux sur l’apprentissage de patchs
I Traitement d’autres modèles de bruits : modèle de Poisson

notamment

http ://people.math.jussieu.fr/ ∼ salmon/

http://people.math.jussieu.fr/%7Esalmon/
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I Amélioration en terme de PSNR/SSIM

Ouvertures possibles et travaux en cours
I Résultats théoriques non asymptotiques : Inégalités d’Oracles
I Liens avec les travaux sur l’apprentissage de patchs
I Traitement d’autres modèles de bruits : modèle de Poisson

notamment
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