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TD no 4 : Modèles linéaires mixtes (mais pas trop)

Exercice 1. Pour j = 1, . . . , J et pour i = 1, . . . , nJ on dé�nit des variables i.i.d. εi,j ∼ N (0, σ2
ε),

avec
∑J
j=1 nj = n. On note ε̄:,j = 1

nj

∑nj
i=1 εi,j et ε̄n = 1

n

∑J
j=1

∑nj
i=1 εi,j . On suppose que l'on dé�nit de

manière indépendante pour j = 1, . . . , J des variables i.i.d. Aj ∼ N (0, σ2
A). En�n le modèle d'observation

est :

yi,j = µ+Aj + εi,j . (1)

1) Montrer que

E

 1

J − 1

J∑
j=1

nj∑
i=1

(ε̄:,j − ε̄n)
2

 = σ2
ε . (2)

2) Montrer que

E

 J∑
j=1

nj∑
i=1

Aj − 1

n

J∑
j′=1

nj∑
i′=1

Aj′

2
 =

n2 −
∑J
j=1 n

2
j

n
σ2
A . (3)

3) En déduire E
(∑J

j=1

∑nj
i=1 (ȳ:,j − ȳn)

2
)
(avec les notations similaires).

4) Montrer que E
(∑J

j=1

∑nj
i=1 (yi,j − ȳ:,j)2

)
= (n− J)σ2

ε

5) En déduire des estimateurs σ̂2
A et σ̂2

ε de σ2
A et σ2

ε .

Exercice 2. Prenons un modèle à e�et aléatoire pour une catégorie à J modalités C1, . . . , CJ et n
observations (avec n = n1 + · · ·+ nJ) :

y = µ1n +

J∑
j=1

1CjAj + ε . (4)

avec ε ∼ N (0, σ2
ε Idn) et A ∼ N (0, σ2

A IdJ).

1) Reprendre la feuille de TD précédente pour obtenir (var(y))−1.

2) Donner les conditions du premier ordre pour l'estimateur du maximum de vraisemblance de µ (en
supposant connu σ2

ε et σ2
A)

3) Retrouver la valeur de l'estimateur vu en cours

µ̂ =

J∑
j=1

wj

 1

nj

∑
i∈Cj

yi

 , (5)

où wj ∝ 1

σ2
A+

σ2ε
nj
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