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TD no 2 : Optimisation sous contraintes

Exercice 1. Résoudre le problème suivant :

min
(x1,x2,x3)∈R3

1
2

[
(x1 − 2)2 + (x2 − 2)2 + (x3 − 2)2

]
(1)

s.c. x1 + x2 + x3 = 1

Exercice 2.

On prend y ∈ Rn, X ∈ Rn×p avec rg(X) = p, R ∈ Rq×p avec rg(R) = q et en�n r ∈ Rq. On dé�nit les
moindres carrées sous contraintes de la manière suivante :

β̂c ∈ argmin
β∈Rp

1
2 ‖y −Xβ‖

2

s.c. Rβ = r

1) Montrer qu'avec β̂LS solution des moindres carrés (non contraints), on obtient :

β̂c = β̂LS +
(
X>X

)−1
R>

[
R
(
X>X

)−1
R>
]−1

(r −Rβ̂LS)

2) Montrer de plus que sous l'hypothèse gaussienne de modèle de régression linéaire classique :

1

qσ̂2
(R(β̂LS − β?))>

[
R
(
X>X

)−1
R>
]−1

R(β̂LS − β?) ∼ Fqn−p

où Fqn−p est une loi de Fisher.

3) Montrer que (Rβ̂LS − r)>
[
R
(
X>X

)−1
R>
]−1

(Rβ̂LS − r) =
∥∥ŷLS − ŷc∥∥2, et que

∥∥ŷLS − ŷc∥∥2 =

‖y − ŷc‖2 −
∥∥ŷLS − y∥∥2 où ŷLS = Xβ̂LS et ŷc = Xβ̂c.

4) Prendre X = [1C1 , . . . ,1CK
], et en déduire un test de l'hypothèse �µ1 = · · · = µK� dans l'ANOVA

à un facteur.

Exercice 3. Soit X =
[
1C1√
n1
, . . . ,

1CK√
nK

]
(avec xk =

1Ck√
nk

), avec µ̂k =
1

nk

∑
i∈Ck

yi et nk = #{i ∈ Ck, i ∈

J1, nK} avec n1 + · · ·+ nK = n, et on suppose que les Ck forment une partition de J1, nK.

On propose l'estimateur suivant :

(β̂0, β̂1, . . . , β̂K)> = argmin
β0,...,βK

1

2

∥∥∥∥∥∥y − β01n −
K∑
j=1

βjxj

∥∥∥∥∥∥
2

+
λ

2

K∑
j=1

β2
j

1) Donner la valeur de X>X et de X>y.

2) Donner une formule explicite pour l'estimateur Ridge, en fonction de y, µ̂1, . . . , µ̂K , et des n1, . . . , nk.

3) Comparer avec l'estimateur Ridge classique obtenu en forçant la contrainte β0 = 0.

Exercice 4. On observeK classes C1, . . . , CK et n observations d'un phénomène (e.g., le rendement de
la variété) sont consignées. On fait l'hypothèse que les classes Ck sont disjointes et forment une partition
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des observations : ∪Kk=1Ck = J1, nK et ∀(k, k′) ∈ J1,KK, Ck ∩Ck′ = ∅. En�n on suppose que la cardinalité

de chaque classe Ck est nk, et donc que n =
∑K
k=1 nk.

Le modèle linéaire associé peut s'écrire de la façon suivante : on dé�nit les αk, coe�cients qui corres-
pondent au niveau d'in�uence de la ke classe

y =
[
1n 1C1

. . . 1CK

]︸ ︷︷ ︸
X


µ
α1

...
αK


︸ ︷︷ ︸

β

+

 ε1...
εK

 .

Donner alors l'estimateur des moindres carrés sous contraintes associé :

min
β∈RK+1

1

2
‖y −Xβ‖2 ,

t.q. β = (µ, α1, . . . , αK)> et

K∑
k=1

ckαk = 0 ,

où le vecteur c = (c1, . . . , cK)> ∈ RK est un vecteur encodant les contraintes choisies tel que
∑K
k=1 ck 6= 0.

Exercice 5. Soit X =
[
1C1√
n1
, . . . ,

1CK√
nK

]
(avec xk =

1Cj√
nk

), avec µ̂k =
1

nk

∑
i∈Ck

yi et nk = #{i ∈ Ck, i ∈

J1, nK} avec n1 + · · ·+ nK = n.

L'estimateur Lasso (sans pénalité sur la constante) est solution de

(β̂0, β̂1, . . . , β̂K)> = argmin
β0,...,βK

1

2

∥∥∥∥∥∥y − β01n −
K∑
j=1

βjxj

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ λ

K∑
j=1

|βj |

1) Donner la valeur de X>X et de X>y

2) Donner une formule explicite pour l'estimateur Lasso, en fonction de y, µ̂1, . . . , µ̂K , et des n1, . . . , nk.
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