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TD N° 2 : Optimisation sous contraintes

EXERCICE 1. Résoudre le probléme suivant :

min 1 [(z1 —2)® + (22 — 2)® + (23 — 2)?] (1)

(z1,22,23)ER3

s.c. x1+x0+ta3=1

EXERCICE 2.
On prend y € R", X € R™"*P avec rg(X) = p, R € R7*P avec rg(R) = ¢ et enfin r € R9. On définit les
moindres carrées sous contraintes de la maniére suivante :

5 . 2
B° cargmint [ly — X5
BERP
sc. RB=r

1) Montrer qu’avec S solution des moindres carrés (non contraints), on obtient :
-~ — — 71
BB+ (XTX) " RT[R(XTX) " RT| (- RB)

2) Montrer de plus que sous ’hypothése gaussienne de modéle de régression linéaire classique :

SSRGS )T [RTX) TR RES - ) ~ L

ot F,i_, est une loi de Fisher.
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3) Montrer que (RB™S —r)T [R (XTX) ! RT} (RBYS — r) = ® et que 9% — ngH2 =
ly = 5°1% = |35 — y||* ot g5 = XBS et §° = X B,
4) Prendre X = [l¢,,...,1c,], et en déduire un test de ’hypothése “pq = -+ = pg” dans TANOVA
& un facteur.
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EXERCICE 3. Soit X = |:\/7711’ el \/%} (avec x = \/TT’;), avec jiy = - XC: y; et n = #{i € C,i €
1€Cy

[1,n]} avec ny + - - - + nx = n, et on suppose que les C, forment une partition de [[1,n].

On propose l'estimateur suivant :
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j=1 j=1

1) Donner la valeur de XX et de X "y.
2) Donner une formule explicite pour l'estimateur Ridge, en fonction de y, fi1, - . ., fix, et des ny, ..., ng.

3) Comparer avec 'estimateur Ridge classique obtenu en forgant la contrainte 8y = 0.

EXERCICE 4. On observe K classes C1, ..., Ck et n observations d’un phénomeéne (e.g., le rendement de
la variété) sont consignées. On fait I’hypothése que les classes Cj, sont disjointes et forment une partition
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des observations : UK | C), = [1,n] et V(k, k") € [1, K], Cx N Cj = 0. Enfin on suppose que la cardinalité

de chaque classe C}, est ny, et donc que n.= )" ," | ny.

Le modéle linéaire associé peut s’écrire de la fagon suivante : on définit les «y, coefficients qui corres-

pondent au niveau d’influence de la k® classe
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Donner alors I'estimateur des moindres carrés sous contraintes associé :
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min —

— X3I?
Jmin 5 = XBI°

K
t.q. = (g, ai,...,ax)" et chak =0,
k=1

N . .. K
ot le vecteur ¢ = (ci,...,cx) | € RE est un vecteur encodant les contraintes choisies tel que Y~ ,_, cx # 0.
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EXERCICE 5. Soit X = [\/%11, e \/(;LK} (avec xp = \/%), avec fi = - Z y; et np = #{i € Ci,i €

1€C
[1,n]} avec ny + -+ -+ ngx = n.

L’estimateur Lasso (sans pénalité sur la constante) est solution de
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1) Donner la valeur de XX et de X Ty

2) Donner une formule explicite pour estimateur Lasso, en fonction de y, fi1, .. ., fix, et des nq, . ..
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