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TD N° 1 : Introduction et rappels

EXERCICE 1. Montrer que pour toute matrice X € R™*™ Ker(X) = Ker(X T X). En déduire que les
rangs suivants sont identiques : rg(X) = rg(X ' X) = rg(XX ") = rang(X ).

EXERCICE 2. Montrer que /3’(@2) = X1y est une solution du probléme des moindres carrés :

arg min [|ly — X8|* (1)
BeRP

avec y € R™ et X € R"*P et que de plus parmi toutes les solutions, c’est la solution de norme (euclidienne)
minimale.

EXERCICE 3.
1) Calculer la SVD de la matrice

1, 1c 1c,
x= B 7l

en prenant des vecteurs 1o, , 1, les indicatrices d’ensembles Cy, Cy formant une partition de ’en-
semble [1,n], en supposant qu’il y a ny (resp. na) observations dans la classe C; (resp. Cs). On
notera que 1¢, + 1c, = 1, et 1,1, = 0€ R™.

2) Donner X, la pseudo-inverse de la matrice X.

EXERCICE 4.
1) Calculer la SVD de la matrice

X = [0111’1+042$2 1 1’2] 5

sous la contrainte (z1,72) € R® x R", ||lz1|| = |lz2| = 1, 2] 22 = 0 et (a1, az) € R2.

2) Donner X T, la pseudo-inverse de la matrice X.

EXERCICE 5.
1) Calculer la SVD de la matrice

X=[1, 1¢, 1g] ,

en prenant des vecteurs 1o, , 1, les indicatrices d’ensembles C;, Cy formant une partition de ’en-
semble [1,n]. On notera que 1¢, + 1, = 1,, et 1o, 1, = 0 € R™, on supposera qu’il y a n; (resp.
ng) observations dans la classe C; (resp. Cs).

EXERCICE 6.
1) Calculer la SVD de la matrice

X = []ln 1o, ... ]lCK] ,
en prenant des vecteurs L¢,, ..., 1¢, les indicatrices d’ensembles Cf, . . ., Cx formant une partition
de ’ensemble [1,n]. On supposera qu’il y a ny,...,nx observations dans les classe C1,...,Ck. On

pourra utiliser un solveur numérique pour vérifier le résultat ou encore sympy.

page 1




