


Préface

Ce polycopié se veut être une introduction aux éléments d’algèbre linéaire utiles pour les
statistiques. Noter que ce travail est en construction, les points notés TODO: blabla sont en
cours de rédaction (clémence donc sur les commentaires à ces endroits).
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Première partie

Rappels



1
Matrices classiques

1.1 Matrice orthogonale

Définition 1.1. Une matrice U P Rnˆn est dite orthogonale si elle vérifie la propriété suivante

UJU “ UUJ “ Idn . (1.1)

Une telle matrice U peut s’écrire en colonne U “ ru1, . . . , uns et ses colonnes satisfont les
relations

@i P ~1, n�, uJi uj “ δi,j , (1.2)

où le symbole de Kronecker δ est défini pour tout pi, jq P ~1, n� par

δi,j “

#

1, si i “ j,

0, si i , j.
(1.3)

Ainsi les vecteurs u1, . . . , un forment une base orthonormale.

1.2 Matrice Jn et recentrage

Soit 1n P Rn le vecteur de taille n ne contenant que des 1. On définit alors la matrice Jn
par

Jn “ 1n1
J
n P R

n . (1.4)

Propriétés : La matrice Jn est symétrique définie positive :

J2
n “ nJn . (1.5)
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On associe souvent aussi le projecteur : J̄n défini par J̄n “ 1
nJn. Le projecteur orthogonal

associé Cn “ Idn ´J̄n est la matrice que l’on appelle la matrice de centrage car pour tout
vecteur x P Rn on observe que

Cnx “ px1 ´ xn, . . . , xn ´ xnq . (1.6)

Décomposition spectrale :

Jn “ HJn diagpn,0, . . . ,0qHn (1.7)

J̄n “ HJn diagp1,0, . . . ,0qHn . (1.8)

où Hn P Rnˆn est la matrice de Helmert, c’est-à-dire la matrice orthogonale définie par :

Hn “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1?
n

1?
n

1?
n

1?
n

¨ ¨ ¨ 1?
n

1?
n

1?
n

´1?
n

0 0 . . . 0 0
1?
6

1?
6

´2?
6

0 . . . 0 0
1?
12

1?
12

1?
12

´3?
12

¨ ¨ ¨ 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

1?
npn´1q

1?
npn´1q

1?
npn´1q

1?
npn´1q

¨ ¨ ¨ 1?
npn´1q

´pn´1q?
npn´1q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Propriétés : Pour tout pa, b, a1, b1q P R4, on a

pa Idn `bJnqpa1 Idn `b1Jnq “ aa1 Idn `pab1 ` a1b ` nbb1qJn, (1.9)

pa Idn `bJnq´1 “
1
a

ˆ

Idn ´
b

a ` nb
Jn

˙

, pour a , 0 et a , ´nb, (1.10)

a Idn `bJn “ HJn diagpa ` nb, a, . . . , a
looomooon

pn´1qfois

qHn, pdécomp. spectraleq (1.11)

detpa Idn `bJnq “ an´1pa ` nbq (1.12)

Il est aussi intéressant de considérer des matrices de la forme :

pρ´ 1q Idn `ρJn “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

1 ρ . . . . . . ρ

ρ 1
. . .

...
...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . 1 ρ
ρ . . . . . . ρ 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

Ce type de matrice est obtenu en considérant la matrice de variance covariance d’un vec-
teur (gaussien) tel que décrit : ici https://stats.stackexchange.com/questions/
278227/representation-of-equicorrelated-normal-random-variables

Exemple 1.2. Prenons un modèle à effet aléatoire pour une catégorie à K modalités C1, . . . , CK
et n observations (avec n “ n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nKq :

y “ µ1n `
K
ÿ

k“1

1Ckαk ` ε . (1.13)

https://stats.stackexchange.com/questions/278227/representation-of-equicorrelated-normal-random-variables
https://stats.stackexchange.com/questions/278227/representation-of-equicorrelated-normal-random-variables
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avec ε „ Np0, σ2
ε Idnq et α „ Np0, σ2

α IdKq. Dans ce cas la matrice de covariance de y P Rn

s’écrit :

Varpyq “ Varpεq ` Varp
“

1C1 ¨ ¨ ¨ 1CK
‰

αq (1.14)

“ σ2
ε Idn `

“

1C1 ¨ ¨ ¨ 1CK
‰

VarpααJq
“

1C1 ¨ ¨ ¨ 1CK
‰J (1.15)

“ σ2
ε Idn `

“

1C1 ¨ ¨ ¨ 1CK
‰

σ2
α IdK

“

1C1 ¨ ¨ ¨ 1CK
‰J (1.16)

Varpyq “ σ2
ε Idn `σ2

α

»

—

—

—

—

—

—

—

–

Jn1 0 . . . . . . 0

0 Jn2

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . JnK´1 0
0 . . . . . . 0 JnK

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(1.17)

Varpyq “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

σ2
ε Idn1 `σ

2
αJn1 0 . . . . . . 0

0 σ2
ε Idn2 `σ

2
αJn2

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . σ2
ε IdnK´1 `σ

2
αJnK´1 0

0 . . . . . . 0 σ2
ε IdnK `σ

2
αJnK

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(1.18)

On peut donc en déduire avec Eq. (1.10)

pVarpyqq´1
“

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
σ2
ε

´

Idn1 ´
σ2
α

σ2
ε`n1σ2

α
Jn1

¯

0 . . . . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

0 . . . . . . 0 1
σ2
ε

´

IdnK ´
σ2
α

σ2
ε`nKσ

2
α
JnK

¯

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(1.19)

1.3 Matrices stochastiques, doublement stochastiques

Seneta (Non-negative matrices and Markov chains)

Bhatia (Matrix analysis)



2
Inversion de matrices

2.1 Inversion des matrices par blocs

Pour toutes matrices A P Rn1ˆn1 , B P Rn1ˆn2 , C P Rn2ˆn1 , D P Rn2ˆn2 telles que les matrices
„

A B
C D



, A et D sont inversibles on a les relations suivantes :

„

A B
C D

´1

“

„

A´1 ` A´1BpD ´ CA´1Bq´1CA´1 ´A´1BpD ´ CA´1Bq´1

´pD ´ CA´1Bq´1CA´1 pD ´ CA´1Bq´1



“

„

pA ´ BD´1Cq´1 ´pA ´ BD´1Cq´1BD´1

´D´1CpA ´ BD´1Cq´1 D´1CpA ´ BD´1Cq´1BD´1 ` D´1



.

Conséquence : les déterminants suivants sont égaux :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

„

A B
C D

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |A||D ´ CA´1B| “ |D||A ´ BD´1C| .

De plus si AC “ CA monter qu’alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

„

A B
C D


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |AD ´ CB|.

Identité de Woodbury sous les mêmes hypothèses :

pA ` BDCq´1 “ A´1 ´ A´1BpD´1 ` CA´1Bq´1CA´1 . (2.1)

La formule précédente donne la relation suivante pour des scalaires x , 0 et δ , 0 :

1
x ` δ

“
1
x
´

ˆ

1
x

˙2

¨

ˆ

1
δ
`

1
x

˙´1

. (2.2)

Enfin relation suivante pour des vecteurs u P Rn1 et v P Rn1 :

`

A ` uvJ
˘´1

“ A´1 ´
A´1uvJA´1

1` vJA´1u
. (2.3)
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Rem: On appelle complément de Schur du bloc D de la matriceM, la matrice de dimension
n1 ˆ n2 suivante : A ´ BD´1C, qu’on note parfois M{D.

Démonstration. Premier point : commençons par appliquer un premier pivot (par bloc) sur
notre matrice, en éliminant la matrice “C” en bas à gauche :

„

In1 0
´CA´1 In2

 „

A B
C D



“

„

A B
0 D ´ CA´1B



.

On élimine de la même manière le bloc en haut à droite :
„

In1 0
´CA´1 In2

 „

A B
C D

 „

In1 ´A
´1B

0 In2



“

„

A B
0 D ´ CA´1B

 „

In1 ´A
´1B

0 In2



“

„

A 0
0 D ´ CA´1B



.

Remarquons alors que l’on peut facilement inverser les matrices triangulaires par blocs :
„

In1 A
´1B

0 In2

 „

In1 ´A
´1B

0 In2



“ In1`n2

„

In1 0
CA´1 In2

 „

In1 0
´CA´1 In2



“ In1`n2 .

Ainsi en inversant les matrices diagonales, on obtient la factorisation LDU (Low triangular,
Diagonal, Upper triangular)

„

A B
C D



“

„

In1 0
CA´1 In2

 „

A 0
0 D ´ CA´1B

 „

In1 A
´1B

0 In2



. (2.4)

En inversant les deux côtés :
„

A B
C D

´1

“

„

In1 A
´1B

0 In2

´1 „
A 0
0 D ´ CA´1B

´1 „
In1 0
CA´1 In2

´1

“

„

In1 ´A
´1B

0 In2

 „

A´1 0
0 pD ´ CA´1Bq´1

 „

In1 0
´CA´1 In2



“

„

A´1 ´A´1BpD ´ CA´1Bq´1

0 pD ´ CA´1Bq´1

 „

In1 0
´CA´1 In2



“

„

A´1 ` A´1BpD ´ CA´1Bq´1CA´1 ´A´1BpD ´ CA´1Bq´1

´pD ´ CA´1Bq´1CA´1 pD ´ CA´1Bq´1



. (2.5)

On procède de même pour la seconde relation et on obtient la factorisation UDL (Upper
triangular, Diagonal, Lower Triangular) :

„

A B
C D



“

„

In1 BD
´1

0 In2

 „

A ´ BD´1C 0
0 D

 „

In1 0
D´1C In2



. (2.6)

De nouveau on peut inverser les deux membres :
„

A B
C D

´1

“

„

In1 0
D´1C In2

´1 „
A ´ BD´1C 0

0 D

´1 „
In1 BD

´1

0 In2

´1

“

„

In1 0
´D´1C In2

 „

pA ´ BD´1Cq´1 0
0 D´1

 „

In1 ´BD
´1

0 In2



“

„

pA ´ BD´1Cq´1 ´pA ´ BD´1Cq´1BD´1

´D´1CpA ´ BD´1Cq´1 D´1CpA ´ BD´1Cq´1BD´1 ` D´1



. (2.7)
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Second point : il suffit de calculer les déterminants dans les relations données par les Équa-
tions (2.4) et (2.6). �



3
Décompositions classiques

3.1 Décomposition spectrale

Horn et Johnson (Topics in matrix analysis)

Golub et van Loan (Matrix computations)

Strang (Introduction to linear algebra)

3.1.1 Valeurs propres du laplacien sur graphe

TODO: http://www.math.ucsd.edu/~fan/research/cb/ch1.pdf

3.2 Décomposition en valeurs singulières (SVD)

TODO: SVD et ses variantes

http://www.math.ucsd.edu/~fan/research/cb/ch1.pdf


Deuxième partie

Outils pour l’ANOVA



4
Matrice pour l’analyse de la variance

Plan d’expériences : on observe K classes C1, . . . , CK (e.g., les variétés de blé sur une
parcelle) et n observations d’un phénomène (e.g., le rendement de la variété) sont consi-
gnées. On fait l’hypothèse que les classes Ck sont disjointes et forment une partition des
observations : YKk“1Ck “ ~1, n� et @pk, k1q P ~1, K�, Ck X Ck1 “ H. On appelle cet encodage
l’encodage “un-chaud” ( : one-hot) ou par variable indicatrice, ou encore par variable fac-
tice ( : dummy variable). Enfin on suppose que la cardinalité de chaque classe Ck est nk,
et donc que n “

řK
k“1 nk.

Le modèle de l’ANOVA peut alors s’écrire, sous l’hypothèse gaussienne que pour tout
i P ~1, n�, εi

i.i.d.
„ Np0, σ2q et pour tout pi, kq P ~1, n�ˆ ~1, K�,

yi “ µ ` αkδi,Ck ` εi (4.1)

où δi,Ck “

#

1, si i P Ck
0, si i < Ck

.

Interprétation : les αk sont les coefficients qui correspondent au niveau d’influence de la
ke classe

y “
“

1n 1C1 . . . 1CK
‰

looooooooomooooooooon

X

»

—

—

—

–

µ
α1
...
αK

fi

ffi

ffi

ffi

fl

loomoon

�

`

»

—

–

ε1
...
εK

fi

ffi

fl
. (4.2)

Remarque 4.1. La matrice X P RnˆK`1 est de rang K car 1n “
řK
k“1 1Ck et les vecteurs

1C1 , . . . ,1CK sont linéairement indépendants et générateurs (cela est vrai car les classes Ck
sont disjointes et forment une partition de l’espace : YKk“1Ck “ ~1, n�). Ainsi on ne peut pas
appliquer la formule pXJXq´1XJy pour obtenir une solution des moindres carrés : en effet
rgpXq “ rgpXJXq “ K ă K ` 1 mais XJX P RpK`1qˆpK`1q.
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On peut expliciter la matrice de Gram XJX dans ce contexte :

XJX “

»

—

—

—

—

—

—

–

n n1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ nK
n1 n1 0 ¨ ¨ ¨ 0
... 0

. . .
. . .

...
...

...
. . . nK´1 0

nK 0 ¨ ¨ ¨ 0 nK

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

4.1 Moindres carrées et contraintes

On cherche pour l’estimation des moindres carrés à résoudre le problème suivant, avec
des contraintes sur les αk, ce qui correspond à

min
�PRK`1

1
2
‖y´ X�‖2 , (4.3)

t.q. � “ pµ, α1, . . . , αKq
J et

K
ÿ

k“1

ckαk “ 0 , (4.4)

où le vecteur c “ pc1, . . . , cKqJ P RK est un vecteur encodant les contraintes choisies telles
que

řK
k“1 ck , 0. On distingue trois types de contraintes :

1. Le cas où l’on choisit une classe Ck0 comme référence. Cela revient à prendre c “
p0, . . . , 1

loomoon

en k0e position

, . . . ,0q, ce qui revient à la contrainte “αk0 “ 02.

2. Le cas où l’on choisit des contributions des classes centrées autour de la moyenne
c “ p1, . . . ,1q, ce qui revient à la contrainte

řK
k“1 αk “ 0.

3. Le cas où l’on choisit des contributions pondérées des classes centrées autour de la
moyenne pondérée c “ pn1, . . . , nKq, ce qui revient à la contrainte

řK
k“1 nkαk “ 0.

Formation du Lagrangien :

Lp�, γq “
1
2
‖y´ X�‖2 ` γαJc . (4.5)

Condition nécessaire du premier ordre :

BLp�, γq

B�
“ 0 ðñ XJpX�´ yq ` γc “ 0 (4.6)

ðñ XJX�` γc “ XJy (4.7)

ðñ

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

n n1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ nK 0
n1 n1 0 ¨ ¨ ¨ 0 c1
... 0

. . .
. . .

...
...

...
...
. . . nK´1 0 cK´1

nK 0 ¨ ¨ ¨ 0 nK cK
0 c1 ¨ ¨ ¨ cK´1 cK 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

„

�
γ



“

„

XJy
0



. (4.8)
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Tout d’abord il est facile de vérifier que XJy “

»

—

—

—

–

nȳn
n1ȳC1
...

nK ȳCK

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

–

řn
i“1 yi

ř

iPC1
yi

...
ř

iPCK yi

fi

ffi

ffi

ffi

fl

avec la notation

ȳCk “
1
nk

ř

iPCk pour tout k P ~1, K�.

En multipliant à gauche par la matrice diagp 1
n ,

1
n1
, . . . , 1

nK
,1q le système précédent on

obtient :

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1 n1
n ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

nK
n 0

1 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 c1
n1

... 0
. . .

. . .
...

...
...
...
. . . 1 0 cK´1

nK´1

1 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 cK
nK

0 c1 ¨ ¨ ¨ cK´1 cK 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

–

µ
α
γ

fi

fl “

»

—

—

—

—

—

–

ȳn
ȳC1
...
ȳCK
0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

. (4.9)

En prenant les équations de la ligne 2 à K ` 1, on en déduit les équations suivantes :
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

α̂K “ ȳCK ´ µ̂ ´
cK
nK
γ

...

α̂k “ ȳCk ´ µ̂ ´
ck
nk
γ

...

α̂1 “ ȳC1 ´ µ̂ ´
c1
n1
γ

(4.10)

Avec la première équation du système précédent, i.e.,

µ̂ `
K
ÿ

k“1

nk
n
αk “ ȳn (4.11)

et en sommant avec les poids du système d’équation précédent, on obtient :
K
ÿ

k“1

nk
n
α̂k “

K
ÿ

k“1

nk
n
ȳCk ´ µ̂ `

γ

n

K
ÿ

k“1

ck (4.12)

ce qui implique que

γ

n

K
ÿ

k“1

ck “ 0 . (4.13)

Rappelant la condition
řK
k“1 ck , 0, on en déduit que γ “ 0.

Enfin, en sommant avec les poids cK , . . . , ck , . . . , c1 les sysème d’équations dans (4.10),
on obtient :

0 “
K
ÿ

k“1

ckα̂k “
K
ÿ

k“1

ck ȳCk ´
K
ÿ

k“1

ck µ̂ ´
K
ÿ

k“1

c2
K

nK
γ “

K
ÿ

k“1

ck ȳCk ´
K
ÿ

k“1

ck µ̂

ðñ µ̂ “

řK
k“1 ck ȳCK
řK
k“1 ck
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On obtient donc comme solution du système initial
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

µ̂ “

řK
k“1 ck ȳCK
řK
k“1 ck

α̂1 “ ȳC1 ´ µ̂
...

α̂k “ ȳCk ´ µ̂
...

α̂K “ ȳCK ´ µ̂

(4.14)

On peut maintenant retourner sur les trois cas possibles :

1. c “ p0, . . . , 1
loomoon

en k0e position

, . . . ,0q :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

µ̂ “ ȳCk0
pmoyenne de la modalité de référenceq

α̂1 “ ȳC1 ´ ȳCk0
...

α̂k “ 0
...

α̂K “ ȳCK ´ ȳCk0

(4.15)

2. Le cas où c “ p1, . . . ,1q :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

µ̂ “ 1
K

řK
k“1 ȳCK pmoyenne des moyennes par classesq

α̂1 “ ȳC1 ´ µ̂
...

α̂k “ ȳCk ´ µ̂
...

α̂K “ ȳCK ´ µ̂

(4.16)

3. Le cas où c “ pn1, . . . , nKq :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

µ̂ “ ȳn pmoyenne des observationsq
α̂1 “ ȳC1 ´ µ̂
...

α̂k “ ȳCk ´ µ̂
...

α̂K “ ȳCK ´ µ̂

(4.17)

Exercice 4.1. Calculer les conditionnements et choisir numériquement la meilleure contrainte
possible.



5
Produit de Kronecker

5.1 Introduction et propriétés

Définition 5.1. Soient A P Rmˆn et B P Rmˆn. Leur produit tensoriel ou produit de Kronecker
est la matrice AbB P Rmp ˆ nq, définie par blocs successifs de taille pˆ q, le bloc d’indice i, j
valant ai,jB, ou de manière équivalente :

A b B “

»

—

–

a1,1B ¨ ¨ ¨ a1,nB
...

. . .
...

am,1B ¨ ¨ ¨ am,nB

fi

ffi

fl
(5.1)

ou encore

A b B “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

a1,1b1,1 a1,1b1,2 ¨ ¨ ¨ a1,1b1,q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ a1,nb1,1 a1,nb1,2 ¨ ¨ ¨ a1,nb1,q
a1,1b2,1 a1,1b2,2 ¨ ¨ ¨ a1,1b2,q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ a1,nb2,1 a1,nb2,2 ¨ ¨ ¨ a1,nb2,q

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

a1,1bp1 a1,1bp,2 ¨ ¨ ¨ a1,1bp,q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ a1,nbp1 a1,nbp,2 ¨ ¨ ¨ a1,nbp,q
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
am,1b1,1 am,1b1,2 ¨ ¨ ¨ am,1b1,q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ am,nb1,1 am,nb1,2 ¨ ¨ ¨ am,nb1,q
am,1b2,1 am,1b2,2 ¨ ¨ ¨ am,1b2,q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ am,nb2,1 am,nb2,2 ¨ ¨ ¨ am,nb2,q

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

am,1bp1 am,1bp,2 ¨ ¨ ¨ am,1bp,q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ am,nbp1 am,nbp,2 ¨ ¨ ¨ am,nbp,q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

. (5.2)

Propriétés et liens avec les opérations usuelles : Prenons A, B, C et D quatre matrices
quelconques. Alors les relations suivantes sont satisfaites :
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A b pB ` Cq “ A b B ` A b C, (5.3)
pB ` Cq b A “ B b A ` C b A, (5.4)
pλAq b B “ A b pkBq “ λpA b Bq ppour λ P Rq, (5.5)

pA b Bq b C “ A b pB b Cq, (5.6)
A b 0 “ 0b A “ 0, (5.7)

pA b BqpC b Dq “ pACq b pBDq pquand AC et BD existentq, (5.8)

pA b BqJ “ pAJ b BJq, (5.9)
“

A1 A2
‰

b B “
“

A1 b B A2 b B
‰

ppour des matrices concaténéesq, (5.10)
pA b Bq´1 “ A´1 b B´1 ppour A et B inversiblesq. (5.11)

Propriétés spectrales Prenons des éléments spectraux des matrices A P Rnˆn et B P Rmˆm ,
i.e., Ax “ αx et By “ �y, alors

pA b Bqpx b yq “ α�px b yq . (5.12)

et par conséquent si l’on prend tα1, . . . , αnu, tx1, . . . , xnu et t�1, . . . , �mu, ty1, . . . , ymu les
couples valeurs/vecteurs propres des matrices A et B, alors la matrice A b B a pour éléments
propres tαi�j, i “ 1, . . . n, j “ 1, . . . , mu et txiyj, i “ 1, . . . n, j “ 1, . . . , mu. Ainsi

trpA b Bq “ trpAq trpBq, (5.13)
detpA b Bq “ detpAqm detpBqn, (5.14)
rgpA b Bq “ rgpAq rgpBq. (5.15)
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