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Préface

Ce polycopié se veut étre une introduction aux éléments d’algebre lin€aire utiles pour les
statistiques. Noter que ce travail est en construction, les points notés TODO: blabla sont en
cours de rédaction (clémence donc sur les commentaires a ces endroits).
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Premiére partie

Rappels



Matrices classiques

1.1 Matrice orthogonale

Définition 1.1. Une matrice U € R™*" est dite orthogonale si elle vérifie la propriété suivante

v'u=wU' =1d, . (1.1)

Une telle matrice U peut s’écrire en colonne U = [uy, ..., u,] et ses colonnes satisfont les
relations

Vie[1,n], uiTujzéiJ , (1.2)

ou le symbole de Kronecker 6 est défini pour tout (i,j) € [1, n] par

1, sii=],
61y = o (1.3)
0, sii#j.
Ainsi les vecteurs uy, ..., u, forment une base orthonormale.

1.2 Matrice J, et recentrage

Soit 1, € R" le vecteur de taille n ne contenant que des 1. On définit alors la matrice J,
par

Jp=1,1} eR™ . (1.4)

Propriétés : La matrice J,, est symétrique définie positive :

J? =nJ, . (1.5)

n
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On associe souvent aussi le projecteur : J,, défini par J, = %Jn. Le projecteur orthogonal

associé C, = Id,, —J, est la matrice que l'on appelle la matrice de centrage car pour tout
vecteur x € R™ on observe que

Cox = (X1 —Xn,....Xn— Xp) . (1.6)
Décomposition spectrale :
Jn = H diag(n,0,...,0)H, (1.7)
Jn, = H diag(1,0,...,0)H,, . (1.8)
ou H,, € R™*" est la matrice de Helmert, c’est-a-dire la matrice orthogonale définie par :
L 1 L 1 1L L
\{ﬁ f{l Vn Vvn Vn Vn
Tﬁ ? O2 0] (0] 0]
7 NG 6 0] (0] 0]
Hp = L 1 1 =3 0 0
V12 V12 V12 V12
1 1 1 1 o 1 —(n—1)
| \/n(n—l) \/n(n—l) \/n(n—l) \/n(n—l) \/n(n—l) \/n(n—l) ]
Propriétés : Pour tout (a,b,a’,b') e R*, ona
(ald, +bJy)(a'Id, +b'J,) = ad’ 1d, +(ab’ + a’'b + nbb)Jy, (1.9)
1 b
(ald, —|—an)_1 = — (Idn— Jn> , pour a+Oeta+# —nb, (1.10)
a a+nb
ald, +bJ, = H| diag(a + nb,a,...,a)H,, (décomp. spectrale) (1.11)
(n—1)fois
det(ald, +bJ,) = a" " !(a + nb) (1.12)
Il est aussi intéressant de considérer des matrices de la forme :
1 p ...... Jo)
p 1 :
(P— I)Idn+pJn: :
I p
ZZEEEe p 1]

Ce type de matrice est obtenu en considérant la matrice de variance covariance d'un vec-
teur (gaussien) tel que décrit : ici https://stats.stackexchange.com/questions/
278227/representation-of-equicorrelated-normal-random-variables

Exemple 1.2. Prenons un modeéle a effet aléatoire pour une catégorie a K modalités C;,

.., Ck
et n observations (avecn =ny; + --- + nK) :

K
y=ul,+ Z]lckak—i-s . (1.13)
k=1


https://stats.stackexchange.com/questions/278227/representation-of-equicorrelated-normal-random-variables
https://stats.stackexchange.com/questions/278227/representation-of-equicorrelated-normal-random-variables
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avec ¢ ~ N(0,021d,) et a ~ N(0, 021dk). Dans ce cas la matrice de covariance de y € R"

s’écrit :
Var(y) = Var(e) + Var([1¢, -+ 1¢g|a)
= 02Id, + [Le, -+ Lo Var(aa') [Le, -+ L]
= Ug Idn + []lcl cee ]lCK:I Og IdK []lcl cee ]ch]T

Jy O ... ... 0
0 Jp,
_ 2 2| . .
Var(y) = o Id, +0;
cdng, O
0 ... 0 Jn
[ 02 1d,,, +02Jy, 0
0 02 1d,, +02Jd,,
Var(y) = : '
. . . 03 IdnK71 +OZ’JHK71
| 0 . . 0

On peut donc en déduire avec Eq. (1.10)

[ 1 Id %
1 _ Y% _
052( u oermoan]) 0 ......

0
(Var(y)) ™" =

o ... 0 ﬁ (IdnK —

052 Id,, —i—aanK

0
2
Lz J”-K)

052 +ngog

1.3 Matrices stochastiques, doublement stochastiques

SENETA (Non-negative matrices and Markov chains)

BHATIA (Matrix analysis)

(1.14)
(1.15)
(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)



Inversion de matrices

2.1 Inversion des matrices par blocs

Pour toutes matrices A € RM*™ Be RM*™ Ce R™*™ D e R™*™ telles que les matrices
[A B

C D} , A et D sont inversibles on a les relations suivantes :

AB|"! _|[A'+A'B(D—cA™'B)"'cA™! —A"'B(D—CA'B)!
cpD| —(b-cA™'B)"lca™! (D—-cA™'B)™!

_ (A—BD 'C)™! —(A-BD 'C)"'BD!
~|-D'c(A-BD!'Cc)"! D"'c(A-BD'C)"'BD"! + D!

Conséquence : les déterminants suivants sont égaux :

Hg g” = |A||D— CcA™'B| = |D||A—-BD'C| .

De plus si AC = CA monter qu’alors

A B
28]

Identité de Woodbury sous les mémes hypotheses :

(A+BDC) '=A"1-A'B(D'+ca'B)lcaT! . (2.1)

La formule précédente donne la relation suivante pour des scalaires x # O et 6 # 0 :

L1 (1Y (1 1) 2.2)
xX+6 x X 5§ x ' '

Enfin relation suivante pour des vecteurs u € R™ et ve R™ :

A lu'A!

TN _ a1
A+w') =4 oA

(2.3)
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Rem: On appelle complément de Schur du bloc D de la matrice M, la matrice de dimension
n; X ng suivante : A — BD™1c, qu’on note parfois M /D.

Démonstration. Premier point : commencons par appliquer un premier pivot (par bloc) sur
notre matrice, en €éliminant la matrice “C” en bas a gauche :

I, o][aB| [4 B
—CA'I,||cD| |0D-CA'B

On élimine de la méme manieére le bloc en haut a droite :

I, O]|[AB|[L, —A'B] [A B I, —A"'B] _[A 0
—CA ' LI,||CD|| 0 I |0OD—-CA'B| [0 I ~|obD-cA !B

Remarquons alors que 'on peut facilement inverser les matrices triangulaires par blocs :

I, A7'B| [I,, —A™'B g
0o I, 0 I, | ™™™

2

I, O L, 0] _,
CA ' I, | |-cA~t I, | ™t

Ainsi en inversant les matrices diagonales, on obtient la factorisation LDU (Low triangular,
Diagonal, Upper triangular)

A B I, 0][A 0 I,, A7'B
= 1 1 ) (2.4)
CD cA'I,||oD-cA™'B||0 I,

2

En inversant les deux cotés :
AB|"' [I,a'B]7'[A 0 L, ol
CD 10 I 0D—-CA'B CA ' I,

[, —AT'B| [A7! 0 I, O
I O 0 (D—cA 'B)"1||-CA™! I,

_[aT! —A—lB(D—CA—lB)—l] [ In, 0}

| O (D—cA™'B)™! —CA ! I,
_[A'+A'B(D—cA™'B)"lcA™! —A"'B(D—-CA!'B)! 2.5
1 —(D—cA™'B)"lca™! (D—caAa'B)! ' '

On procéde de méme pour la seconde relation et on obtient la factorisation UDL (Upper
triangular, Diagonal, Lower Triangular) :

AB| [, BD"'||A—BD7!'CO I, O 2.6
CD| |0 I, 0 D||D7!CIL,| - '
De nouveau on peut inverser les deux membres :
AB]™" [, o]l '[a-—BD!co| '[L, BD!|"
CD - |D7IC I, 0 D 0 I
_ I, o]|[A-BD'Cc)™' o |[L, —BD!
~|-DIC Iy 0 D70 I
[ @Aa-BD'C)! —(A-BD'C)"'BD™! @.7)
- |-D'c(a-BD'C)"' D'c(A-BD!'C)"'BD' + D! ‘
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Second point : il suffit de calculer les déterminants dans les relations données par les Equa-
tions (2.4) et (2.6). m]



Décompositions classiques

3.1 Décomposition spectrale

HoRN et JOHNSON (Topics in matrix analysis)
GoLUB et VAN LoAN (Matrix computations)

STRANG (Introduction to linear algebra)

3.1.1 Valeurs propres du laplacien sur graphe

TODO: http://www.math.ucsd.edu/~fan/research/cb/chl.pdf

3.2 Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)

TODO: SVD et ses variantes


http://www.math.ucsd.edu/~fan/research/cb/ch1.pdf

Deuxiéme partie

Outils pour ’ANOVA



Matrice pour l'analyse de la variance

Plan d’expériences : on observe K classes Cy,...,Ck (e.g., les variétés de blé sur une
parcelle) et n observations d'un phénomeéne (e.g., le rendement de la variété) sont consi-
gnées. On fait 'hypothése que les classes Cj sont disjointes et forment une partition des
observations : ufleck = [1,n] et V(k, K ) € [1,K], Cx n Cw = . On appelle cet encodage
I'encodage “un-chaud” (£t : one-hot) ou par variable indicatrice, ou encore par variable fac-
tice (5f= : dummy variable). Enfin on suppose que la cardinalité de chaque classe Cj est rny,
et donc que n = > x_, ng.

Le modéle de ’ANOVA peut alors s’écrire, sous ’hypothése gaussienne que pour tout
ie[1.n]. & "% N0, 02) et pour tout (i, k) € [1.n] x [1.K].

Ui = U+ axbic, + & 4.1)

- 1, siie Gy
ou O;c, = .
R0, siié¢ Cr

Interprétation : les a; sont les coefficients qui correspondent au niveau d’influence de la
ke classe

&1
a
y=[1n1¢ ... 1g] N (4.2)
X ax €K
——
B

Remarque 4.1. La matrice X € R"X*1 est de rang K car 1,, = ka(:l 1¢, et les vecteurs

k
1¢,.....1¢, sont linéairement indépendants et générateurs (cela est vrai car les classes Cj
sont disjointes et forment une partition de l’espace : ufk{:lck = [1, n])). Ainsi on ne peut pas
appliquer la formule (XTX)*IXT Yy pour obtenir une solution des moindres carrés : en effet

rg(X) = 1g(X'X) = K < K+ 1 mais X' X € RE+1)x(K+1)
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On peut expliciter la matrice de Gram X' X dans ce contexte :

[ n nl PR PEEEEY nK—
n ny 0 0
x'x=|:! o0
.ng_; O
_nK o .- 0 TlK_

4.1 Moindres carrées et contraintes

On cherche pour l’estimation des moindres carrés a résoudre le probléme suivant, avec
des contraintes sur les ay, ce qui correspond a

.1 2
min — [y —X , 4.3
Jnin = lly — X6 (4.3)
K
tqg B8=Ma,..., aK)T et Z ceax =0, 4.4)
k=1
ot1 le vecteur ¢ = (cy,...,cx)' € RK est un vecteur encodant les contraintes choisies telles

que Zlk(:l ¢k # 0. On distingue trois types de contraintes :

1. Le cas ou l'on choisit une classe Ci, comme référence. Cela revient a prendre ¢ =

o,..., 1 ,...,0), ce qui revient a la contrainte “ay, = 0”.

~—
en ko® position
2. Le cas ou l'on choisit des contributions des classes centrées autour de la moyenne
o R . K

c¢=(1,...,1), ce qui revient a la contrainte ) ,_, a, = O.

3. Le cas ou l'on choisit des contributions pondérées des classes centrées autour de la
i o R . K
moyenne pondérée ¢ = (n,...,ng), ce qui revient a la contrainte »},._, njai = O.

Formation du Lagrangien :

1
LBy) =5 lly - XAI> +vya'c . (4.5)

Condition nécessaire du premier ordre :

0L(B.y)

T=o — X' (XB—y)+yc=0 (4.6)
— X'XB+yc=X"y (4.7)
[ nnmn - ng O ]
n n 0 0 C1
: Lo xT
— | 9 [ﬂ] - [ Oy} . 4.8)
ol ng.y O ek 14
ng o .- 0 ng Ckg
| 0 C1 +++ CKk—1 Ck 0
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Tout d’abord il est facile de vérifier que X'y =

e, Diec, Yi

avec la notation

ZiECK yi

NgYcy
Uc, = nik 2icc, pour tout k € [1,K].
En multipliant 4 gauche par la matrice diag(, nil . niK 1) le systéeme précédent on
obtient :
(1B % -
11 0 0 rcl—ll Yn
O . I’L gcl
. al = : . (4.9)
K—1
L 10 &t], oo,
10--- 0 1 X 0
K L —
| O¢c -+- k-1 ¢k O |

En prenant les équations de la ligne 2 a K + 1, on en déduit les équations suivantes :

A - A~ CK
ag = Yok —H— Y
e =Go,—h -y (4.10)
ai =Yg —Hh— ,%V
Avec la premiere équation du systéme précédent, i.e.,
S n
N I _
P+ —ak = bn (4.11)
n
k=1
et en sommant avec les poids du systéme d’équation précédent, on obtient :
K K v K
K A J N
— Q= Z —yck—,U‘F—ZCk (4.12)
n n
k=1 k=1 k=1
ce qui implique que
v K
_chzo, (4.13)
n
k=1
Rappelant la condition fozl ¢ # 0, on en déduit que y = 0.
Enfin, en sommant avec les poids ¢k, ..., Ck, ..., ] les syséme d’équations dans (4.10),
on obtient :
K K K K .2 K K
A - A K — N
0= Z CrQj = Z CkYcy — Z Crit — 2 Pl 2 CkYcy — 2 Crt
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
K _
~ Zkzl CrkYck
— ==

ZIk{= 1 Cie
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On obtient donc comme solution du systéme initial
A . Zlk(:l CkgCK
N B Zﬁ:l Cie
&1 = QCI - )a
' (4.14)
e =UYo, — It
L aK = QCK - :a
On peut maintenant retourner sur les trois cas possibles :
1. ¢c=(O0,..., 1 ,...,0):
——
en ko® position
(0 = Uc,, (moyenne de la modalité de référence)
&1 = yC1 - Qcko
R (4.15)
ae = 0
@k = Yok — Yay,
2. Lecasouc=(1,...,1):
(0 = % 3% o, (moyenne des moyennes par classes)
al = I_JCI - il
A - N (4.16)
Qe =Yoo — U
&K = QCK - il
3. Lecasouc=(ny,...,ng):
(0 =0 (moyenne des observations)
&1 = gcl - .ﬁ
7 . . (4.17)
Qe = Yo — H
(Gx = ok — 1t

Exercice 4.1. Calculer les conditionnements et choisir numériquement la meilleure contrainte

possible.



Produit de Kronecker

5.1 Introduction et propriétés

Définition 5.1. Soient A € R™*" et B € R™*", Leur produit tensoriel ou produit de Kronecker
est la matrice A® B € Rmp X nq, définie par blocs successifs de taille p x q, le bloc d’indice i, j
valant a;;B, ou de maniére équivalente :

al,lB s Cll,nB
A®RB = : : (5.1)
am1B -+ annB
ou encore
ajby a;ibig - ayibrg oo ajnb11 ainbig -+ ainbig
aj1by1 aiibao -0 apibog o v ainba1 ainbso -+ ainbag
ai1bpr aibpo -0 aribpg v ainbpr ainbp2 -+ ainbpg
AR B= ) ) ) ) ) ’ . (5.2)
am1bi,1 amibig -+ amibig - - Amnb1,1 Annbia -+ Amnbig
am1b21 Ami1bao - -+ Clm,IbZ,q """ Amnb21 Annbao - - am,nb2,q
_am,lbpl am,lbp,Z Clm,lbp,q """ am,nbpl am,nbp,Z am,nbp,q_

Propriétés et liens avec les opérations usuelles : Prenons A, B, C et D quatre matrices
quelconques. Alors les relations suivantes sont satisfaites :
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AR (B+C)=A®B+AQ®C, (5.3)
(B+C)®A=BRA+ C®A, (5.4)
(MA) ® B=A® (kB) = A(A® B) (pour A€ R), (5.5)
(A®B)®C=A® (BQC), (5.6)
ARO=0®A=0, (5.7)

(A® B)(C® D) = (AC) ® (BD) (quand AC et BD existent), (5.8)
(A®B)" = (AT ®B"), (5.9)

[A1 Az] ®B = [A1 ®B Ay ® B] (pour des matrices concaténées), (5.10)
(A®B)"' =A"'®B! (pourA et B inversibles). (5.11)

Propriétés spectrales Prenons des éléments spectraux des matrices A € R™" et Be R™*™,
i.e., Ax = ax et By = By, alors

(A®B)(x®yYy) = aB(x®yY) . (5.12)

et par conséquent si lon prend {aj,...,an}, {x1,....xn} et {B1,....Bm}. {U1,....Um} les
couples valeurs/vecteurs propres des matrices A et B, alors la matrice A® B a pour éléments
propres {a;Bj.i=1,...nj=1,....m}et{xy.i=1,...nj=1,...,m}. Ainsi

tr(A® B) = tr(A) tr(B), (5.13)
det(A® B) = det(A)™ det(B)", (5.14)
1g(A® B) = rg(A) rg(B). (5.15)

References

CLARKE (Linear models : the theory and application of analysis of variance)

SEARLE, CASELLA et McCuLLOCH (Variance components)
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