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Analyse de la variance à deux facteurs

Cours: Joseph Salmon Scribes: Mégane BOYER, Mathias GOUT et Emeline TOUSTOU

1 Cas sans interaction

Deux facteurs :

� Facteur 1 : I niveaux / I classes.

� Facteur 2 : J niveaux / J classes.

nij : nombre de répétitions / d'observations correspondant au facteur 1 dans la classe i et au facteur 2 dans
la classe j.
On a alors les contraintes suivantes sur les observations totales :

n =

I∑
i=1

J∑
j=1

nij . (1)

Exemple: Des juges en ÷nologie mettent des notes sur 10 à des vins.

Facteur 2 : D
Vin 1 Vin 2 Vin 3

Juge 1 [6, 7, 8] [1, 2, 3, 5] [1, 3]
n11 = 3 n12 = 4 n13 = 2

Facteur 1 : C Juge 2 [3, 8, 9] [1] [1, 2, 3]
n21 = 3 n22 = 1 n23 = 3

Juge 3 [5, 7, 8] [2, 5] [2]
n31 = 3 n32 = 2 n33 = 1

Table 1 � Notes attribuées aux vins par les juges.

Dans la Table 1, si le Facteur 1 est Juge 1 et le Facteur 2 est Vin 1, on a : y111 = 6, y112 = 7, y113 = 8.

Modèle : On a :

yi,j,k
iid∼ N (µij , σ

2), ∀i ∈ J1, IK,∀j ∈ J1, JK,∀k ∈ J1, nijK (2)

yi,j,k = µ+ αi + βj + εi,j,k. (3)

Avec :

Cov(εi,j,k, εi′,j′,k′) = σ2δi,i′δj,j′δk,k′ (4)
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où µ ∈ R représente l'e�et moyen, αi l'e�et spéci�que du niveau i pour le premier facteur, et βj l'e�et
spéci�que du niveau j pour le deuxième facteur.

4! : Si le plan d'expérience n'est pas équilibré (i.e., les nij sont di�érents), l'analyse mathématique est ardue.
Ici, on supposera donc pour faciliter l'analyse :

∀i ∈ J1, IK, ∀j ∈ J1, JK, nij = K . (5)

Ainsi on a donc au �nal n = IJK observations.

En suivant une approche habituelle par moindre carrés on peut écrire le modèle sous forme matricielle :

X = [1n 1C1
. . . 1CI

1D1
. . . 1DJ

] ∈ Rn×(1+I+J) . (6)

où rang(X) = I + J + 1− 2 = I + J − 1 et 1n = (1, . . . , 1)>.

Dé�nition 1.1.

argmin
(µ,α,β)∈R×RI×RJ

1

2

I∑
i=1

J∑
j=1

K∑
k=1

(yi,j,k − µ− αi − βj)2

s.c.

I∑
i=1

αi = 0 ,

J∑
j=1

βj = 0 .

(7)

On obtient pour ce problème le Lagrangien suivant :

L(µ, α, β, λα, λβ) =
1

2

I∑
i=1

J∑
j=1

K∑
k=1

(yi,j,k − µ− αi − βj)2 + λα

(
I∑
i=1

αi

)
+ λβ

 J∑
j=1

βj

 . (8)

On cherche à résoudre le système suivant :



∂L
∂µ

= 0

∂L
∂α

= 0

∂L
∂β

= 0

∂L
∂λα

= 0

∂L
∂λβ

= 0

On obtient ainsi les résultats suivants :

∂L
∂µ

= 0 =⇒ nµ̂ =

I∑
i=1

J∑
j=1

K∑
k=1

yi,j,k =⇒ µ̂ = yn. (9)
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∂L
∂α

= 0 =⇒ ∀i ∈ J1, IK, α̂i = yi,:,:︸︷︷︸
= 1

JK

J∑
j=1

K∑
k=1

yi,j,k

− µ̂ (10)

∂L
∂β

= 0 =⇒ ∀j ∈ J1, JK, β̂j = y:,j,:︸︷︷︸
= 1

IK

I∑
i=1

K∑
k=1

yi,j,k

− µ̂ (11)

Prédicteur associé :

ŷij = µ̂+ α̂i + β̂j

= yi,:,: + y:,j,: − µ̂
= yi,:,: + y:,j,: − yn

Un estimateur (sans biais) de σ2 est lui donné :

σ̂2 =
1

n− (I + J − 1)

I∑
i=1

J∑
j=1

K∑
k=1

(ŷij − yi,j,k)2 . (12)

Remarque 1.1. En e�et, on peut véri�er facilement que

E(σ̂2) = σ2 . (13)

Test global (d'in�uence d'un facteur) :
Facteur 1 : H0 : “α1 = α2 = · · · = αI”.
Facteur 2 : H0 : “β1 = β2 = · · · = βJ”.

Pour le facteur 1 :

Fobs =
1

σ̂2

KJ

(I − 1)

I∑
i=1

(yi,:,: − yn)2 ∼ FI−1n−(I+J−1). (14)

Test : Si Fobs > FI−1n−(I+J−1)(1−α), on rejette H0 (au niveau α). (XXX quantile de la loi de Fisher au niveau

1− α)
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