HMMA307

Analyse de la variance a deux facteurs

Cours: Joseph Salmon Scribes: Mégane BOYER, Mathias GOUT et Emeline TOUSTOU

1 Cas sans interaction

Deux facteurs :
— Facteur 1 : I niveaux / I classes.
— Facteur 2 : J niveaux / J classes.
n;; : nombre de répétitions / d’observations correspondant au facteur 1 dans la classe i et au facteur 2 dans

la classe j.
On a alors les contraintes suivantes sur les observations totales :

I J
n=33 s (1

i=1 j=1

Exemple: Des juges en cenologie mettent des notes sur 10 & des vins.

Facteur 2 : D
Vin 1 Vin 2 Vin 3
Juge1 | [6,7,8] | [1,2,3,5] [1,3]
n11:3 n12=4 n13=2

Facteur 1 : C | Juge 2 | [3,8,9] [1] [1,2,3]
Not =3 | Moo=1 | na3 =3
Juge 3 | [5,7,8] (2, 5] 2]

TL31:3 7132:2 TL33:1

TABLE 1 — Notes attribuées aux vins par les juges.
Dans la Table 1, si le Facteur 1 est Juge 1 et le Facteur 2 est Vin 1, on a : y111 =6, y112 = 7, y113 = 8.

Modéle : On a:

Viga ~ N(uij,02),  Vie [1,1],Y) € [1,J], %k € [1,n,] 2)
Yijk =M+ 0+ 55+ €k (3)

Avec :
COV(Ei,j,kagi/,j’,k’/) = azéivi/cij,j/dk’k/ (4)
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ou u € R représente 'effet moyen, «; l'effet spécifique du niveau ¢ pour le premier facteur, et §; 'effet
spécifique du niveau j pour le deuxiéme facteur.

A : Sile plan d’expérience n’est pas équilibré (i.e., les n;; sont différents), I’analyse mathématique est ardue.
Ici, on supposera donc pour faciliter ’analyse :

’Vie[[l,[]], vj € [1,J], nisz\. (5)

Ainsi on a donc au final n = IJK observations.

En suivant une approche habituelle par moindre carrés on peut écrire le modeéle sous forme matricielle :

X=[1, 1l¢ ... lg, 1p, ... 1p,]eR>A+HF) (6)

otrang(X)=I+J+1-2=I+J—1letl,=(1,...,1)".

Définition 1.1.
I K

J
arg min Z Z (yi,j,k — 0= O — 53‘)2

(1,00,B) ERXRIXRT 2 i=1j=1k=1

»
(e}
*M~
2
I
(e
—
ﬂ
3

&
Il
_

M~
&
l

<.
I
—

On obtient pour ce probléme le Lagrangien suivant :

I J K I J
1
Ll 0, B, A Ap) = 5D DY (Wigk = =i = )" + Xa (Z%) +as | D8] (®)
i=1 j=1k=1 i=1 j=1
On cherche a résoudre le systéme suivant :
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On obtient ainsi les résultats suivants :
I J K
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oL -~
— =0 = Vie[,I], a= Yi,::
da ~—
J K
:%Z > Yigk
j=1k=1
oL , 7 7
— =0 = v]e[[17:]]],ﬁ]: y:,j,: -
85 N~
I K
:ﬁz qu‘,ﬂs
i=1k=1

Prédicteur associé :

Remarque 1.1. En effet, on peut vérifier facilement que

E(0?) = o2 .
Test global (d’influence d’un facteur) :
Facteur 1 : Hy: “a1 =g =---=ay”.
Facteur 2 : Hy: “B1 =By =---= ;7.
Pour le facteur 1 :
1 KJ <
FObS:X (?i:: ) ‘/T-:i—l .

(10)

(12)

(13)

(14)

Test : Si Fops > ]—'i (1[+J 1)(1 a), on rejette Hy (au niveau o). (XXX quantile de la loi de Fisher au niveau

1-a)
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