HMMA307
Modeéles linéaires avancés

Cours: Joseph Salmon Scribes: Vitus Kirchberger, Samuel Valiquette et Arielle Gantelet

1 Anova (Analyse of variance)
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FIGURE 1 — todo improve use subfigure + sorties graphiques du notebook (en pdf)
e Nombre de modalités : I .
e Nombre total d’observations : n .
e Nombre d’observations de la i®* modalité : n; .
Si on a I modalités, le nombre d’observations vaut n = ny + - - - + ny. Le modéle s’écrit alors :
Yij =1y +€ij (1)

i.4.d.

avec &; ; "X N(O, 0'2) et COV(&'J‘, 5i’j’) = (5”'1(5]‘]'/0'2.
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Ici la quantité y; ; est la j° observation de la ¢ modalité. La notation d;; représente le symbole de Kronecker,
c’est-a-dire

1 sii=7
8 = ’ 2
{0 | ®

simon.

On note la moyenne globale des observations : g, = 1 Z] 1Yi,j, et pour tout ¢ € [1,I] : on note la

7L
A — _ 1 g .
moyenne selon les modalités par ;. = o > ie1 Yisj-

Il est commun d’écrire le modéle comme :

pi= ot o+ of (3)

effet moyen  effet spécifique

Remarque 1.1. Si l'on dispose d’estimateurs de p* et of notés i et a;, alors un estimateur de p} est
;= &; + 1. De plus, fi; est alors la prédiction du niveau d’expression de la modalité i. Au sens du risque
quadratique, Uestimateur i; =Y, . est le meilleur estimateur possible :

M1 yl,:
arg min Z Z Yij — ,uz = :
TN eR ~ _

(115 sp1) i=1j=1 i y17:

On peut donc reformuler le modéle : y; ; = pf +¢e; 5 = of + p* + ¢ 5.

1.1 Somme des effets individuels est nulle

I
Hypothése : Z a¥ =0, ot l'on note a = (ay,...,ar)". (XXX dire pourquoi on impose cette contrainte.)
i=1

Estimateurs associés :

. 2
argmin (yz,] w—= ai)

(p,)eERXRT

N | =
[~

s.C. Zai:O .

Pour trouver ces estimateurs, on pose le Lagrangien suivant :

n; I

I
L(p,a,N) = %ZZ(%‘J—M—%)Q"‘)\ZO@- (5)
im1j=1 i=1

Ensuite on calcule le gradient pour chaque composante & maximiser. On note que pour n’importe quelles
contraintes sur «, la dérivée par rapport a u ne dépend pas de celles-ci. Ainsi, on a :
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(6)

Equation (6) est utile pour ce cas et pour d’autres contraintes sur «. Maintenant, pour iy € [1,I] fixeé,

évaluons l'estimateur de oy, .

oL & .
=0 = > (Gig+ i = Yip ;) + A =0

j=1

(70[1'0

— n4, (Qiy + 4 —Tyy.) + A= 0.

On somme maintenant Equation (7) pour tous les ig € [1,I], on obtient :

I
0= Z Mg (é‘lo +ﬂ_yi0,:) + 1A
io=1
I I R
0= Y niybuy +nfi— Y 0Ty, . + I
i0=1 i0=1
sz =1 nio&io N ZZI =1 nioyio : [5\
0==—2 + - =+ —
n , n , n
(6) T
IX
0=—
n
0=\

(8)

Ainsi, en substituant la valeur de A dans Equation (7), on obtient que dy, + fi = ¥i,- En sommant cette

nouvelle équation et en utilisant notre contrainte, on conclut que les estimateurs vérifient :

I I I
PRI DI

io=1 i0=1 i0=1
—_———  ——
=0 Ip
Y1 ¥
A i0=1 J10,
= [ = i
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Ainsi, le résultat précédent est vrai pour tout ig € [1, I]. Il est aussi important de noter que i est la moyenne
des moyennes.

A I %Zle Z?:1 ¥i,; quand il existe ¢,4" : n; # ny (classes déséquilibrées).

1.2 La somme pondérée des effets individuels est nulle

I
Hypothése : Z N, 0, = 0.
io=1
Estimateurs associés :

N | =

arg min
(p,)eERXRT

I n;

Z Z Yijg — K — ai)Q
1=175=1

s.C. Z Ni, 0, = 0

io=1
Le Lagrangien est pour ce probléme :
1 I n; I
2
L(p,a,X) = 522 Yij — L — Q) +/\2ni0aio . (10)
i=1j=1 io=1

Comme mentionné précédemment, 1’équation (6) est encore valable pour ce cas. Il suffit donc de regarder
pour «;, avec ig € [1, I] fixé.

oL
=0
60@0
TL,;O ~
Z (dio + i — yio,j) + )‘nio =0
j=1

Nig Qg + Nig [l — N Yy +n10)\ 0

Qg + [ — Yy - +A=0.

On note que la condition (6) donne fi = g, avec notre contrainte. Ainsi, de la méme maniére que précédem-
ment, en sommant (8) sur les k on obtient :

A=0.

En substituant les valeurs obtenues dans (8), on conclut que nos estimateurs sont :

Condition : &, + fi = Ty, .-
Ainsi, on obtient : i =7,

0o — ?io,: —Yn-

Remarque 1.2. L’estimateur de prédiction reste le méme : [i;, =Y, ..

1.3 Niveau de référence "a;, = 0"

Interprétation : On choisit un modéle iy comme référence.
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Estimateur associé :

1 I N4

arg min 5 (Yij — 1 — i)
(n,0)eRXRI 2 1‘:21]:1 v ' (11)

S.C. o, =0

Le Lagrangien :
I n;
2
L(p,a,N) = ZZ Yij — 0 — 1) + A,
z 1j=1

Calcul de £ ﬁ - pour i # io, §§ et aif

Tout d’abord, en repartant de Equation (6) : ft + %Zi[:l ni0; =Y,

On fixe i € [1,I] et i # o,

oL o

o D+ —yiy) (12)
i =1

En posant % =0,0n a Vi # ig :

Z (nid; +nift — yi ) =0

j=1
n;; + niﬂ — niﬂi,: =0

(13)

Gi+ =T =0 .

Dérivons l'expression du Lagrangien par A :

oL
On en déduit directement que :
b, = 0. (15)
Pour ig € [[1,I], on a :
oL .
i, &, A) =0
Fon, (A, &, A) =
’rLiO ~
Z(@io + = Yipj) FA=0
j=1
N
n’ioﬂ_ Z yio,j + A=0
j=1
- (16)

ﬂ:yi0:+n0 .
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En sommant sur ¢ # ig (XXX to finish) toutes les équations de type (13) avec Equation (6), on obtient que

A=0.
Cela assure donc que /i = ¥, ., d’aprés la derniére équation.
Tio,: = Gig + Ty = Gio = Tigs:~ Tiy: - a7

En conclusion, les solutions sont :

Gy =0.
B = Yig» (18)
Vi #do, G =Y.~ Yig .

ou g, . représente le niveau moyen de la modalité i et Y, . représente le niveau moyen de la modalité de
référence ig

Remarque 1.3. Quid de l’estimation de o? %

1
n—1

I n;
2 Z (Yij — @i,;)Q (variance résiduelle) . (19)

i=1j=1

02 =

Concernant l'estimateur du niveau de bruit on peut le voir comme : o2 = ﬁg(x)ﬂy - XBHQ,
fia
1sijeCh H2

) et rang(X) = 1.
0 sinon

<>
I

avec X = []lCla o -7]lCI] 0t ]lci(j) = {

Br
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