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TD no 2 : Filtre de Kalman, etc.

Exercice 1. (Espace d'état). Considérons un processus de dimension 4, pXtqtPZ. À chaque instant,
t, l'état Xt est un vecteur colonne pXt,1Xt,2Xt,3Xt,4q

J, dont l'équation d'état relie ainsi Xt à Xt´1 :

Xt “

¨

˚

˚

˝

η1 1 0 0
η2 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

Xt´1 `

¨

˚

˚

˝

εt
α1εt
α2εt
α3εt

˛

‹

‹

‚

,

où η1, η2, α1, α2, α3 sont réels, et pεtqtPZ
i.i.d.
„ N

`

0, σ2
˘

. Le processus pYtqtPZ est alors relié à pXtqtPZ par
l'équation Yt “

`

1 0 0 0
˘

Xt. Montrer Le processus pYtqtPZ peut s'exprimer comme un modèle
ARMApp, qq, pour des paramètres p et q, ainsi que les paramètres AR et MA à préciser en fonction de
η1, η2, α1, α2, α3.

Correction:
Premier point :

Exercice 2. (Espace d'état avec erreurs corrélées) Soit le processus ARMAp1, 1q dé�ni par

@t P Z Yt “ ϕYt´1 ` θVt´1 ` Vt,

avec pVtqtPZ une suite i.i.d de gaussiennes centrées réduites. Soit maintenant le modèle pour tout t P Z,

Xt`1 “ ΦXt `GVt, et Yt “ Xt ` Vt ,

avec pVtqtPZ dé�ni ci-dessus. Notez que pXtqtPZ et pYtqtPZ sont univariés (i.e., de dimension un), et donc
que Φ P R et G P R.

1) Donner l'expression de Φ et G en fonction de φ et θ pour que, si pYtqtPZ suit la seconde dynamique
alors il suive aussi le modèle ARMA ci-dessus.

2) Pour spéci�er le modèle d'état, on suppose que X0 „ N pm0|0, V0|0q, avec m0|0 P R et V0|0 ą 0, et
que X0 est indépendant de pVtqtPZ. Donner la distribution de X1 et de X2.

3) Pour t ě 2, supposons que Xt sachant Y1 “ y1, . . . , Yt´1 “ yt´1 suit une loi normale d'espérance
mt|t´1 et de variance Vt|t´1. Calculer la loi de pXt`1, Ytq sachant que Y1 “ y1, . . . , Yt´1 “ yt´1,
et déduire l'espérance mt`1|t ainsi que la variance Vt`1|t de Xt`1 sachant Y1 “ y1, . . . , Yt´1 “

yt´1, Yt “ yt.

4) En utilisant les questions précédentes, proposer une méthode pour calculer récursivement les quan-
tités mt|t “ E rXt|Y1 “ y1, . . . , Yt “ yts et Vt|t “ V rXt|Y1 “ y1, . . . , Yt “ yts.

Exercice 3. (Initialisation). Soit le modèle donné par Zt “ ´
1
2Zt´2 `Wt , et Yt “ Zt ` Vt, pour

tout t ě 2, avec pWtqtPZ et pVtqtPZ gaussien i.i.d centré réduit (et indépendants entre eux). Noter que Yt
n'est dé�ni que pour t ě 2 seulement.

1) Écrire le modèle d'espace d'état avec l'équation Xt “ ΦXt´1 ` εt et Yt “ AXt ` ξt, en spéci�ant
les dimensions de Xt , les matrices Φ et A, et les variables pξtqtPZ et pεtqtPZ.

2) Supposons que Z0 „ N p0, σ2
0q et que Z1 „ N p0, σ2

1q et que Z0 et Z1 sont indépendants l'un de
l'autre, ainsi que de Wt et Vt pour tout t. Trouver les valeurs σ0 et σ1 nécessaires pour pYtqtě2 soit
faiblement stationnaire.
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