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TD no 1 : Introduction et rappels

Exercice 1.

1) Montrer que pour toutes matrices A P Rn1ˆn1 , B P Rn1ˆn2 , C P Rn2ˆn1 , D P Rn2ˆn2 telle que les

matrice

„

A B
C D



, A et D sont inversibles on a la relation suivante :

M “

„

A B
C D

´1

“

„

A´1 `A´1BpD ´ CA´1Bq´1CA´1 ´A´1BpD ´ CA´1Bq´1

´pD ´ CA´1Bq´1CA´1 pD ´ CA´1Bq´1



.

Aide : on pourra utiliser un pivot de Gauss pour prouver le résultat précédent.

Rem: On appelle complément de Schur du bloc D de la matriceM , la matrice de dimension n1ˆn2
suivante : A´BD´1C, qu'on note parfois M{D.

2) Procéder de même pour montrer que :

„

A B
C D

´1

“

„

pA´BD´1Cq´1 ´pA´BD´1Cq´1BD´1

´D´1CpA´BD´1Cq´1 D´1CpA´BD´1Cq´1BD´1 `D´1



3) Montrer que les déterminants suivants sont égaux.

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

„

A B
C D


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |A||D ´ CA´1B| “ |D||A´BD´1C| .

De plus si AC “ CA monter qu'alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

„

A B
C D


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |AD ´ CB|.

4) Montrer l'identité de Woodbury sous les mêmes hypothèses :

pA`BDCq´1 “ A´1 ´A´1BpD´1 ` CA´1Bq´1CA´1 . (1)

5) Appliquer la formule précédente pour prouver la relation suivante pour des scalaires x ‰ 0 et δ ‰ 0 :

1

x` δ
“

1

x
´

ˆ

1

x

˙2

¨

ˆ

1

δ
`

1

x

˙´1

. (2)

6) Monter la relation suivante pour des vecteurs u P Rn1 et v P Rn1 :

`

A` uvJ
˘´1

“ A´1 ´
A´1uvJA´1

1` vJA´1u
. (3)

Exercice 2. (Moindres carrés en ligne ( : online)) Le but de cet exercice est de montrer

que l'estimateur des moindres carrés pβn associé avec la matrice de co-variables Xpnq P Rnˆp et comme
vecteur observé ypnq P Rn peut facilement être mis à jour quand un couple pxn`1, yn`1q P Rp ˆ R est
obtenu. On appliquera ce résultat à la validation croisée pour �nir.

Pour clari�er les notations dans cette exercice :

Xpn`1q “

˜

Xpnq

xJn`1

¸

P Rpn`1qˆp, et ypn`1q “

ˆ

ypnq
yn`1

˙

P Rn`1 .

On suppose dorénavant que Xpnq et Xpn`1q sont de plein rang colonne (i.e., pour chaque matrice, leur
colonnes sont linéairement indépendantes).
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1) En dé�nissant zn`1 “ pX
J
pnqXpnqq

´1xn`1 et an`1 “ xJn`1pX
J
pnqXpnqq

´1xn`1 montrer que

pXJpn`1qXpn`1qq
´1 “ pXJpnqXpnqq

´1 ´
zn`1z

J
n`1

1` an`1
(4)

2) Exprimer XJ
pn`1qypn`1q en fonction de XJ

pnqypnq et yn`1xn`1.

3) Montrer que l'estimateur des moindres carrés pβn`1 avec la matrice Xpn`1q et le signal ypn`1q

s'obtient de la façon suivante :

pβn`1 “
pβn `

rn`1

1` an`1
zn`1 , (5)

avec rn`1 “ yn`1 ´ xJn`1
pβn (résidu pour l'observation n` 1).

4) Supposons que la matrice pXJ
pnqXpnqq

´1 et le vecteur pβn ont été stockés, comment mettre à

jour pβn`1 en utilisant le moins possible d'opérations de type : multiplication matrice-vecteur
(pour des matrices de taille pˆp et des vecteurs de taille p). Combien d'opérations sont nécessaires ?

5) En utilisant (4), montrer que 1` an`1 “
1

1´hn`1
où hn`1 “ xJn`1pX

J
pn`1qXpn`1qq

´1xn`1.

6) La prédiction de yn`1 donnée par le modèle est ŷn`1 :“ xJn`1
pβn`1. Avec la formule suivante

ŷn`1 “ xJn`1
pβn `

rn`1an`1

1` an`1
. (6)

montrer que yn`1 ´ ŷn`1 “ rn`1p1´ hn`1q.

7) Partant de données py, Xq, la validation croisée �laissant un de côté� ( : leave-one-out) consiste
à calculer le risque (ici quadratique) suivant

Rcv “
1

n

n
ÿ

i“1

pyi ´ xJi
pβp´iqq

2 ,

où pβp´iq est l'estimateur des moindres carrés basé sur pyp´iq, Xp´iqq, i.e., sur les données py, Xq
sans la ie observation. En appliquant ce qui a été fait précédemment, montrer que

Rcv “
1

n

n
ÿ

i“1

pyi ´ ŷiq
2{p1´ ĥiq

2,

avec ĥi “ xJi pX
JXq´1xi et ŷi “ xJi

pβn,
pβn étant l'estimateur des moindres carrés de py, Xq.

Exercice 3. (Modèle gaussien et loi(s) conditionnelle(s)) Soit x “

„

x1

x2



P Rn (avec n “ n1`n2)

un vecteur gaussien suivant la loi x „ N pµ,Σq, avec

µ “

„

µ1

µ2



et Σ “

„

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22



P S`n ,

où S`n est l'ensemble des matrices symétriques semi-dé�nies positives 1 On notera donc que Σ21 “ ΣJ12,
et ΣJ22 “ Σ22.

1) Montrer que x1 (resp. x2) est gaussien, d'espérance µ1 (resp. µ2) et de covariance Σ11 (resp. Σ22).

2) Montrer que la distribution conditionnelle de xi sachant xj est normale, d'espérance µi|j :“ µi `

ΣijΣ
´1
jj pxj ´µjq et de matrice de covariance Σi|j :“ Σii´ΣJijΣ

´1
jj Σij . Aide : on pourra commencer

par donner la densité jointe du vecteur x.

3) Appliquer le résultat précédent quand n1 “ n2 “ 1. En notant ρ la corrélation entre les variables
x1 et x2, on pourra écrire la matrice de covariance sous la forme :

Σ “

„

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2



.

1. Σ P S`n ðñ @x P Rn, xJΣx ě 0
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