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TD N° 1 : Introduction et rappels

EXERCICE 1.

1) Montrer que pour toutes matrices A € R">*™ B e R™M*"2 (' e R™*™ D e R"*"2 telle que les

matrice [C D

B . . . .
], A et D sont inversibles on a la relation suivante :

I [A B]_l _ [Al +A'B(D— CA~'B)~"1CA~! —A~'B(D—CA~'B)"!

C D —(D—CA™1B)"1CA~1 (D—CA-1B)~!

Aide : on pourra utiliser un pivot de Gauss pour prouver le résultat précédent.

Rem: On appelle complément de Schur du bloc D de la matrice M, la matrice de dimension 11 X ngo
suivante : A — BD~1C, qu'on note parfois M /D.

2) Procéder de méme pour montrer que :

A B]T' (A— BD1C)"! —(A—BD-'C)"'BD!
¢ D| T |-D'C(A-BD'C)"'! D'C(A-BD-'C)'BD"!+ D!

3) Montrer que les déterminants suivants sont égaux.

HA B

P D” =|A||D - CA™'B| = |D||A - BD'C| .

o5

4) Montrer l'identité de Woodbury sous les mémes hypothéses :

De plus si AC = C'A monter qu’alors =|AD — CBj.

(A+ BDC) ' =A"' -~ A'B(D™' +CcA7'B)"'cA! . (1)

5) Appliquer la formule précédente pour prouver la relation suivante pour des scalaires x # 0 et 6 # 0:

G

6) Mounter la relation suivante pour des vecteurs u € R™* et v e R™ :

A luvT AL

TV 41
(A+uvh) =4 1+4viA-tu -’

3)

EXERCICE 2. (Moindres carrés en ligne (== : online)) Le but de cet exercice est de montrer

que 'estimateur des moindres carrés 3,, associé avec la matrice de co-variables X(,) € R"*? et comme
vecteur observé y(,) € R™ peut facilement étre mis & jour quand un couple (Xn11,¥n+1) € R? x R est
obtenu. On appliquera ce résultat & la validation croisée pour finir.

Pour clarifier les notations dans cette exercice :

X
X('n,+1) _ T(n) c R(n+1)><p) et Yins1) = <Y(n)) e R*L
n+1 Yn+1

On suppose dorénavant que X(,) et X(,;1) sont de plein rang colonne (i.e., pour chaque matrice, leur
colonnes sont linéairement indépendantes).
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1) En définissant z,1 = (X(TH)X(TL))_IX”H et api1 = X,TLJrl(X(Tn)X(n))_lan montrer que

.
XTI X)L = (X X)) = 2oty 4
(X(n+1)X(n+1)) (X X(m)) LS an, (4)

2) Exprimer X(—;H)y(nﬂ) en fonction de X(—;)y(n) et Yn+1Xn+1-

3) Montrer que l’estimateur des moindres carrés ﬁn 41 avec la matrice X(,11) et le signal y(,41)
s’obtient de la facon suivante :

~ ~ T+l
Bn+1 =8, + l+a 1Zn+1 » (5)
n+

avec rn41 = Yn41 — X, 11/3, (résidu pour l'observation n + 1).

T 1

4) Supposons que la matrice (X(n) (n)) " et le vecteur fin ont été stockés, comment mettre a

jour ,@n 41 en utilisant le moins possible d’opérations de type : multiplication matrice-vecteur
(pour des matrices de taille p x p et des vecteurs de taille p). Combien d’opérations sont nécessaires ?

5) En utilisant (4), montrer que 1 + a,4+1 = ﬁ ou hpy1 = XIH(X(-;H)X(nH))_lan.

6) La prédiction de y,,.; donnée par le modéle est 7,41 := X, H[Ain +1- Avec la formule suivante

~ T 23 Tn4+10n+1
—x 4 nrtlndt 6
Yn+1 n+116n 1 + a1 ( )
montrer que Yni1 — Ynt1 = Tn+1(1 - thrl)'
7) Partant de données (y, X), la validation croisée “laissant un de coté” (St : leave-one-out) consiste
a calculer le risque (ici quadratique) suivant

n

1
Rcv = E Z(yl - X'—irﬁ(fi))z )

i=1

ou B(ﬂ‘) est 'estimateur des moindres carrés basé sur (y ), X(_;)), i-e., sur les données (y, X)
sans la i¢ observation. En appliquant ce qui a été fait précédemment, montrer que

1 ¢ . -
Rey = = > (i = 50)° /(1 = i),
i3
avec h; = x; (XTX)"'x; et §; = xiTBn, Bn étant l’estimateur des moindres carrés de (y, X).

EXERCICE 3. (Modéle gaussien et loi(s) conditionnelle(s)) Soit x = [21] € R™ (avec n = ny +nz)
2
un vecteur gaussien suivant la loi x ~ N (i, X)), avec

b b))
A I EEH T
ot S} est Pensemble des matrices symétriques semi-définies positives ' On notera donc que Yoy = %5,
et YJy = Yoo.
1) Montrer que x; (resp. X2) est gaussien, d’espérance u; (resp. ue) et de covariance ¥1; (resp. Xos).
2) Montrer que la distribution conditionnelle de x; sachant x; est normale, d’espérance ji;); := p; +

=%, — %LY1%,5. Aide : on pourra commencer

1 . .
Y255 (xj — py) et de matrice de covariance ¥; iy

par donner la densité jointe du vecteur x.

lg

3) Appliquer le résultat précédent quand nq = ne = 1. En notant p la corrélation entre les variables
X1 et Xg, on pourra écrire la matrice de covariance sous la forme :

Y — O'% pPo102
pPo102 0'%

1. Te S = VxeR", x'Ix >0
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