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Filtre linéaire et de Kalmann.

Cours: Joseph Salmon Scribes: El Hadji Leye et Mbaye Cheikh Tidiane

Introduction

1 Modéle graphique

X1 Xy Etats cochés (latents)

l

Causalité
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Figure 1: Filtrage.

Figure 2: Réseau de neurones.



HMMA237 2

2 Modéles d’états, le cas linéaire avec bruit gaussien.

Soit un processus (z:)tew OU & chaque instant ¢ 'état x; € RP. Le processus (y;):en représente les observa-
tions et pour tout ¢, y; € RY.

On suppose que ’on observe y1,ys, . . ., ys. Des vecteurs de bruits gaussiens centrés et i.i.d ¢, € RP et & € R4
ont des variances respectives ¥, et X¢. De plus on suppose que ¢; et & sont indépendants.

Remark. Il est facile de rajouter des variables exogénes si besoin.
Exemple.
e Marche aléatoire bruitée.
2

Ty = Ti—1 + € 0U ¢ est de variance oZ.
Yy = oy + & on & est de variance 02.

Figure 3: Marche aléatoire.
e Modéle structurel exponentiel.

Ty = (pl‘t,1 + Et (1)
Ye =2 + 8¢+ &

s¢ est une saisonnalité trimestrielle et sy+sy_1+5s;_o+s,_3 = 10, avec n, un gaussien centré de variance
O‘%. On peut écrire ce modéle sous forme matricielle:

Ty v 0 0 0 Ti—1 €t
St o o -1 -1 -1 St—1 + Nt
St—1 o 0 1 0 0 St—2 0
St—2 0 0 1 0 St—3 0
et
Tt
St
=(1 1 0 0 + &t
Yt ( ) i1 &t
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avec g, & et my sont indépendants.

e o2 0 0 0
m| |0 0727 0 0
Var | gt =109 0 0 0
0 0 0 00

Fr:Ajout de bruit

saisonnalité (periode = 3)

Figure 4: Modéle structurel exponentiel.

Exemple. Poursuite d’objet: exemple farfelu d’un drone qui suit un chat dans un champs. ..

th(l) 1 0 1 0 ]Jt_l(l)
s o1 0 1|52
wu(l)| 10 1 ¢ 0 v—1(1)
w@) 00 0 o \ua@)

les x+(1) et x+(2) constituent les états, vi(1) et vi(2) les vitesses et ¢ est l'accélération constante.

t1

%

X X,(1)
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3 Modéle d’observation

On modélise les observations sous forme matricielle par

(1)
y(D)Y (1 0 0 0) ] s(2) T 0
(yt(2)> - (o 10 0) o] V(%0 o @
vy(2)
On observe uniquement la position de l’objet au lieu de la vitesse. Intéressons nous au modéle suivant:
Ty = Px—1 + &t
3
{ yr = Az + & (8)

On initialise Pespace états par zo qui suit la loi N (g, 2o)-

Notation: On note ’espérance conditionnelle de x; sachant y1,vs,...,ys par

x} = E[(x|y1:5)] avec yis = (Y1,Y2,.--,Ys.)

et la covariance conditionnelle en tq,ts; sachant qu’on a observé jusqu’a s par la matrice de variance condi-
tionnelle

Pfht2 = [(ztl - xfl) (xt2 - a:fQ)T] .

H S s
On note aussi que P{ = P ,.

Filtre de Kalman:

Definition. Le filtre de Kalman est un filtre linéaire aux observations y1,...,ys. On le définit par:
—+o00
rl = Z B.ys avec Bs wune matrice. (4)
s=1

Theorem. Conditions d’initialisation: z8 = po et P) = Xg.
Par récurrence sous l’hypothése d’évolution décrite en (3), on obtient:

1. 27 = @xl~1 € RP c’est la prédiction.

2. P =@PZ{0T + 5. € RPP,

Z‘i = xi_l + Kt (yt — Aﬂfi_l) 1
K; est défini par PL71AT (APiflAT + X¢)
P! = (Id—K,;A)P;*



HMMA237

3. Le terme de résidu (ou d’erreur entre la prédiction et l’observation) est:
O =yt — E(ye|y1:4-1)

=1y — E(Az¢|y1:0-1)
=y — Ax,tfl

4. La variance de lerreur est:

= Var(d;)

= Var(y; — Az{™")

= Var(Az; + ft Azt~

= Var(&) + Var(A(z; — zi71))
=Y + AVar(z, — 2t AT

On retrouve P~ = Var(z; — 217 1).

Proof. 1.
55?1 = (2¢|y1:0-1)
= E(‘Pﬂft—ﬂyu—l)
= OE (z¢—1|y1:4-1)
=&zl ].
2.

Pt =B (o — o} ") (w— o} )]

)
B [(@ (s~ 2{7}) +20) (@ (w1 - a7 =) ]
= Var (g;) + Var(®(x; — 2~ i))
=%. + P 107

3. On a Cov(ds,y:) = 0 pour tout ¢t > s.
En effet

Cov(és,yt) =K [(6t - E((st))(ys - E(ys))T]
= EE [(6: — E(5:))(ys — E(ys)) " |y1:5]
= 0 par mesurabilité.

Cov(zs, 0¢lyr.e—1) = Cov(ws, ye — A Hyre—1)
= Cov(z; — ity — Azt Hy1.1)
= Cov(zy — i1 Az — ab) + & y1e1)
= Var(z; — 2t AT

=P tAT,
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. (1 . . zit pi-t Pi=tAT i—1 t—1 4T
Ainsi, (5t> suit une loi normale A/ (( 0 > , (PilAT o )) avec AP, =P A" et X5, =

APITIAT 43
On notera p,; 'espérance de la distribution conditionnelle de z; sachant x; et ¥;; sa variance. Les
paramétres conditionnels sont alors donnés par les relations suivantes:

piy = i+ iS55 (@ — )
Ty-1 (5)
Ainsi,

o) = E(welyre, ) = oy + (PETAT)(Z5) 7 (8) - (6)
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