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Détection de ruptures

Cours: Joseph Salmon Scribes: Luana Timofte et Anas El Benna

1 Introduction

1.1 Généralités et motivations

Une partie des éléments peuvent se retrouver dans [Har06].

La détection de ruptures (e.g., : Change Point Detection) est un problème classique en traitement de signal
et analyse statistique, où l'on cherche à localiser des changements brutes et (presque) instantanés de la
distribution d'une série chronologique.

Ce phénomène peut a�ecter plusieurs grandeurs telles que la moyenne, la variance, la famille de la distribution
des données, les composantes spectrales, etc. Le but est donc de pouvoir analyser notre série temporelle par
morceaux, et de détecter automatiquement ces changements.

Exemple. Contrôles de qualité, �nance (détection d'anomalies en bourse, krach), optimiser la consommation
électrique, biologie (découpage en blocs de gènes), etc.

Figure 1 � Exemple de série temporelle avec rupture

Remarque. La �gure ci-dessus montre un exemple de série temporelle comportant R “ 3 ruptures (extré-
mités exclus) délimitant R` 1 “ 4 segments.
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2 Modèle mathématique

De�nition (Rupture). Soient un échantillon X “ pX1, . . . , Xnq de variables aléatoires et θ P Θ un para-
mètre représentant les grandeurs a�ectées par la rupture.

Pour tout i P J1, nK, on associe à chaque variable Xi un paramètre θi.

Xi est une rupture si θi ‰ θi`1

Xi n'est pas une rupture si θi “ θi`1

(1)

Par convention, X1 et Xn sont considérées comme des ruptures.

On suppose que nous avons une série temporelle constante par morceaux, un bruit blanc gaussien, et K
ruptures (K connu ici).

On considère le modèle Xi “ fptiq ` εi, εi „
iid

N p0, σ2q avec :

fptq “

$

’

’

&

’

’

%

µ1, si t P rτ0, τ1s
...

µk, si t P rτK´1, τKs

(2)

On prend comme paramètre Θ, la concatenation de toutes les ruptures et des moyennes par blocs :

Θ “ pµ1, . . . , µK , τ0, . . . , τKq P R
K`pK`1q (3)

Propriétés :

‚ ti : instants

‚ µ : les moyennes

‚ τk : les instants de rupture (τ0 “ 0 sans perte de généralité)

‚ K : le nombre de segments, ou le nombre de ruptures

‚ T : vecteur de segmentation au niveau des ruptures

Remarque. EpXiq “ µk si ti P rτk´1, τks

2.1 Contexte

La fonction de vraisemblance est fondamentale pour la détection des ruptures. Elle exprime la densité de
probabilité du vecteur des paramètres Θ en vue du vecteur des observations X :

On pose dj “ |ti P J1, nK : ti P rτj´1, τjs
loooooooooooooomoooooooooooooon

Sj

u|, et l'on a alors :
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LpΘ;X1, . . . , Xnq “

K
ź

j“1

1

p2πσ2q
dj
2

exp

¨

˝´
1

2σ2

ÿ

iPSj

pµj ´Xiq
2

˛

‚ (4)

“
1

p2πσ2q
n
2

exp

¨

˝´

K
ÿ

j“1

ÿ

iPSj

pµj ´Xiq
2

2σ2

˛

‚ (5)

On passe maintenant à la log-vraisemblance :

´ logL “ cte `
K
ÿ

j“1

ÿ

iPSj

pµi ´Xiq
2

2σ2

looooooooooomooooooooooon

Jpµ;τq

(6)

Alors on estime :

µ̂jpτj´1, τjq “
1

dj

ÿ

iPSj

Xi (7)

2.2 Problème

On aimerait minimiser J ; minpK,µ,τq Jpµ; τq. On suppose que σ2 et K sont connus.

Alors :

min
pK,µ,τq

K
ÿ

j“1

ÿ

iPSj

pµi ´Xiq
2 ô min

pK,τq

K
ÿ

j“1

ÿ

iPSj

pµ̂pτj´1; τjq ´Xiq
2 (8)

ô min
pK,τq

K
ÿ

j“1

ÿ

iPSj

p
1

dj

ÿ

iPSj

Xi ´Xiq
2 (9)

2.2.1 Cas d'une seule rupture (K =2)

fptq “

#

µ1, si t ď τ1,

µ2, si t ą τ1.
(10)

On a :

Upτq “
ÿ

i:tiďτ

pXi ´X1:τ q
2 `

ÿ

i:tiąτ

pXi ´Xτ`1:nq
2 (11)

Pour simpli�er, on ré-indexe i Ð ti. Et on utilise le principe de la Programmation dynamique pour
calculer Up1q, . . . , Upn´ 1q :
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Figure 2 � Exemple de série temporelle avec 1 rupture

et

Σ1 “ X1, Σ2 “ X1 `X2, . . . ,Σn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn (12)

Ω1 “ Xn, Ω2 “ Xn `Xn´1, . . . , Ωn “ Xn ` ¨ ¨ ¨ `X1 . (13)

En pratique on calcule ça avec une relation de récurrence :

Σ1 “X1 (14)

Σ2 “Σ1 `X2 (15)

... (16)

Σn “Σn´1 `Xn . (17)

Ω1 “Ωn (18)

Ω2 “Ω1 `Xn´1 (19)

... (20)

Ωn “Ωn´1 `X1 . (21)

Remarque. On peut remarquer aussi que : Ωn´k “ Σn ´ Σk

Nous calculons ensuite les vecteurs rΣ̃1, . . . , Σ̃ns et rΩ̃1, . . . , Ω̃ns. Avec @k P J1, nK ; Σ̃k “
řk
j“1X

2
j et Ω̃k “

řn
j“n´k`1Xj
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Figure 3 � Exemple de programmation dynamique

2.2.2 Algorithme

La programmation dynamique consiste à calculer Upτq,@τ , avec les Ωτ ,Στ , Ω̃τ , Σ̃τ , et trouver le plus petit.

Upτ1, . . . , τnq “
K
ÿ

j“1

ÿ

iPSj

pµ̂j ´Xiq
2 (22)

“

K
ÿ

j“1

upτj´1 ´ τjq (23)

Avec :

#

upj, nqpkq “ min
j1ăjăn

rupj, j1q ` upj1, nqpk´1qs

upj, nqp0q “ upj, nq
(24)

Premier cas :

U p1qpj1, nq “ min
j1ăjăn

Upj, j1q ` Upj, nq (25)

‚ Valeur optimale : U pkqp0, nq

Remarque. Perspective : alternative avec des régularisations de type TV (TV-graphe, TV = total varia-
tion), sur

řn
i“1 |zi ´ zi´1|

Di�érence d'amplitude entre les signaux :

min
z

1

2

ÿ

pXi ´ ziq
2 ` λ

ÿ

|zi ´ zi´1| (26)

Avec λ ą 0, un paramètre de régularisation.
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