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TD N© 7 : Hétéroscédasticité

Dans ce TD, on étudie différents cas d’hétéroscédasticité. Le premier exercice est un cas d’école,
on suppose que 1’on connait la variance des différentes observations et on vérifie que ’estimateur
des moindres carrés généralisés est optimal. Dans le second, on suppose que Var(g;) est une
fonction croissante de I'une des variables de la régression, dans ce cas, on peut facilement fabriquer
un nouveau test d’hétéroscédasticité, connu dans la littérature sous le nom de test de Goldfeld-
Quandt.

EXERCICE 1. On observe deux variables aléatoires y; et yo telles que
yi=b+§

avec &1 ~ N(0,02), & ~ N(0,302) et & et & sont indépendantes. On est donc dans le cadre
d’un modéle linéaire extrémement simple (il n’y a pas de variables explicatives). Le but de cet
exercice est de fabriquer un estimateur de b qui soit le plus performant possible.

1) Réécrire le modéle sous forme matricielle.
2) Montrer que l'estimateur des moindres carrés de b s’écrit

Y1+ Y2

B:
2

3) Veérifier que b est sans biais et calculer Var(b).

4) On se propose maintenant d’étudier la famille d’estimateurs
by = dy1 + (1= Nyo

pour tout A € [0,1]. Vérifier que by est sans biais et calculer Var(by).

5) Déterminer X\ tel que
Var(by,) = inf Var(by).
(b) A€E[0,1] (5)
6) A partir de la forme matricielle du modéle, calculer I'estimateur des moindres carrés général-
isés bMCG d’aprés la formule du cours et vérifier que bMCG = bAo Commenter.

EXERCICE 2. On suppose qu’on a un modeéle linéaire

p
v = bo + Z bjrji+ e
j=1

vérifiant les hypotheses usuelles sauf 'homoscédasticité généralisée par Var(e;) = f(z1,) ou f
est une fonction croissante :
— (HO) les valeurs des x; sont supposées déterministes (non-aléatoires) ;
— (H1) les ¢; sont aléatoires avec E(g;) = 0;
— (H2) les ¢; sont indépendants les uns des autres;
— (H3’) pour tout i, Var(e;) = f(z1,) avec f fonction croissante;
(H4) les ¢; sont gaussiens;
(H5) la matrice X’'X est inversible.



TAB. 1 — Données pour I’Exercice 2, réordonnées.

1 16 20
2 18 24
3 23 28
4 24 22
5 26 32
6 28 32
7 29 28
8 31 36
9 32 41
10 34 41

En particulier, si f est une fonction constante, on est dans le cadre homoscédastique, mais si
f n’est pas constante, on est dans un cadre particulier d’hétéroscédasticité. On souhaite tester
I'hypothése Hy : "f est constante égale & 02" contre I’hypothése H; : "f est strictement crois-
sante".

Par commodité, on va supposer que z11 < ... < 21,, autrement dit, les gens qui ont fait
I’enquéte ont pris le temps de trier les observations par valeurs croissantes de la variable ;. On
coupe ’échantillon en deux parties, les individus i avec i € {1, ..., ¢} et ceux avec i € {¢{+1,...,n}.
On introduit les matrices suivantes :

U1 1 11 ... Tp1 €1
yo=1 * |, Xpy=|+ + . ey =1 |
Yo 1wy o0 mpy Y,
Ye+1 | W N AR | €041
vyo= ¢ | Xe=| ete = [
Yn 1 T1n Ce Tp,n En

On estime séparément les deux modeéles y(;) = X(1)b + (1) et yo) = X(2)b + £(2). On récupere
dans chaque modele la quantité SCR, notée respectivement SCR ;) et SCRyy).

1) Sous Hy, quelle est la loi de SCR(l)/a2 ? Et la loi de SCRg) ?
2) En déduire la loi de la statistique

SCR(2)
n—f)—(p+1)>

_(
GQ = SCR()
(Z—(p+1))
si ’hypothese Hy est vraie.
3) Que se passe-t'il si H; est vraie?
4) En déduire une procédure de test de ’hypothése Hy contre ’hypothése Hj.

5) On traite maintenant une application numeérique, on revient aux données de I’Exercice 2
du TD 2 : on souhaitait modéliser y le rendement de mais (en quintal) d’une parcelle de
terrain en fonction de x la quantité d’engrais utilisée (en kilos), et on avait les données
complétes dans la Table 1. On prend £ = 5, discuter ce choix.

6) On estime les deux modeles et on obtient SCR ;) = 12.891 et SCRz) = 9.459. Calculer la
statistique GQ.

7) Un logiciel statistique nous fournit la p-valeur correspondant a cette quantité : 0.40, que
peut-on clonclure ?



